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Zusammenfassung

Die Dynamik eines auf einer Oberfliche evolvierenden diinnen Fliissigkeitsfilms kann durch
die degeneriert parabolische Gleichung 4. Ordnung

Oru — div (u"V(—=Au + w 4 (u, z))) = q(u), (1)

die sogenannte Diinne-Filme-Gleichung, beschrieben werden. Dabei bezeichnet u die Dicke
des Films. Adhésionskréfte zwischen Fliissigkeit und Substrat beeinflussen die Dynamik
des Films. Sie werden durch das effektive Grenzflachenpotential w beschrieben. w ist héufig
singulér bzgl. der Filmdicke u, und im Fall einer inhomogenen Substratoberfliche hingt w
nichtstetig von der Ortsvariablen x ab.

In dieser Arbeit wird ein Finite-Elemente-Verfahren zu Gleichung (1) entwickelt, implemen-
tiert und auf seine Konvergenzeigenschaften untersucht. Es wird gezeigt, dass die Losungen
dieses Verfahrens unter geeigneten Voraussetzungen an w und ¢ natiirliche a priori Integral-
abschétzungen erfiillen. Mit ihrer Hilfe lésst sich zeigen, dass diskrete Losungen nichtnegativ
sind und im Grenzfall verschwindender Gitter- und Zeitschrittweiten gegen eine Funktion u
konvergieren. Diese Funktion u 16st Gleichung (1) in einer geeigneten schwachen Formulie-
rung. Auf diese Weise ergibt sich zugleich ein erstes Existenzresultat fiir schwache Losungen
der Evolutionsgleichung diinner Filme auf heterogenen Grenzflachen.

FEin Vergleich der in numerischer Simulation und physikalischem Experiment beobachteten
fluiden Strukturen zeigt sowohl qualitativ als auch quantitativ eine sehr gute Ubereinstim-
mung.






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Mathematische Beschreibung diinner Filme
2.1 Die Diinne-Filme-Gleichung . . . . . . .. .. .. .. ... .. ..
2.2 Molekulare Wechselwirkungen . . . . . .. .. .. ... oL
2.3 Das effektive Grenzflachenpotential . . . . . . .. .. .. .. ...

2.4 Zusammenfassung . . . ... ..o o e

3 Das Finite-Elemente-Verfahren
3.1 Diskretisierung mit Finiten Elementen . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.2 Definition des Verfahrens . . . . . . . . . . . . ...

3.3 Existenz der diskreten Losung . . . . . . . . . ... Lo L

4 A priori Abschitzungen
4.1 Die diskrete Energieabschétzung . . . . . . . ... .. ... oL
4.2 Entropieabschitzung und Nichtnegativitat . . . . . . .. .. ... ... ...

5 Konvergenz des Verfahrens
5.1 Konvergenz in Raumdimensiond=1. . . . . . .. ... ... ... .....
5.1.1 Zeitkompaktheit und Holderstetigkeit der Lésungen . . . . . . . ..
5.1.2 Konvergenz gegen eine schwache Losung . . . . . .. .. .. ... ..
5.2 Konvergenz in Raumdimensiond =2 . . . . . . .. ... ... ... .....
5.2.1 Nikol’skii-Abschédtzung und Zeitkompaktheit . . . . .. .. ... ..

5.2.2 Konvergenz gegen eine schwache Losung . . . . . . . .. . ... ...

6 Simulationen und Experimente
6.1 Methoden und Programme . . . . . . .. ... ... L.
6.1.1 Berechnung der diskreten Losung . . . . . . .. ... .. ... .. ..
6.1.2  Adaptivitdt . . . . . . ...

© N ot W\

12

13
14
16
20

29
29
35

41
41
43
49
56
58
63



INHALTSVERZEICHNIS

6.2 Entnetzung von Polymerfilmen

6.3 Kondensation und Evaporation . . . . . . ... ... ... ...

7 Resiimee

A EConLub2D -Dokumentation
A.1 Lineare Algebra . . . . .. ..
A.1.1 Die Klasse vector . .

A.1.2 Die Klassen matrixBase und matrix . . . . . . . . . . .. ... ...

A.1.3 Diinn besetzte Matrizen — die Klasse SparseMatrix . .. ... ...

A.1.4 Tterative Loser — die Klasse solver . . . . . . . . . . . . . . .. ...

A.2 Finite Elemente . . . . . . ..
A.2.1 Datenstrukturen . . .

A.2.2 Routinen der Klassen Element und Mesh . . . . . . . . .. . .. ...

A.3 Losen der Diinne-Filme-Gleichung . . . . . .. ... ... ... ... ...,
A.3.1 Das Anfangs-Randwert-Problem . . .. ... .. ... ... .....

A.3.2 Parameter und Anfangsdaten . . . . .. ... ... oL
A.3.3 Die Funktion solve() im Detail . . ... .. .. ... ... .....

A.3.4 main.cpp — ein Beispiel
B Notation

Literaturverzeichnis

87

91
91
91
92
93
95
96
96
99
103
103
104
108
116

119

123



Kapitel 1

Einleitung

Mit Fliissigkeit benetzte Oberflichen begegnen einem im Alltag an verschiedenen Stellen:
eine frisch lackierte Oberflache, Fett in einer Pfanne, eine beschlagene Glasscheibe, Tinte
auf einer Folie, etc. Dabei lassen sich zwei génzlich unterschiedliche Effekte beobachten: in
manchen Fillen perlt die Fliissigkeit von der Oberfliche ab und bildet kleine Troépfchen,
in anderen Féllen verteilt sie sich gleichméfig auf der Substratoberfliche. Welcher Effekt
eintritt, wird dabei nicht nur von der Art der Fliissigkeit und der Dicke des Fliissigkeitsfilms
bestimmt, sondern auch von der Beschaffenheit der Substratoberfliche: So “beschléigt” eine
Brille, wenn sich kondensierendes Wasser in kleinsten Tropfen sammelt. Ist die Brille mit
einem Anti-Beschlagmittel behandelt, so wird die Tropfchenbildung verhindert, vielmehr
bildet sich ein Film, durch den man hindurchsehen kann.

Uber diese alltéglichen Situationen hinausgehend gibt es aber noch weitere Griinde, das
Phénomen der Benetzung intensiver zu betrachten. Im Zuge der Miniaturisierung in Indu-
strie und Technik gibt es Bestrebungen, chemische Reaktionen auf einem Chip ablaufen zu
lassen. Da diese héufig in der fliissigen Phase stattfinden, ist dazu das Bewegen kleinster
Fliissigkeitsmengen vonnoéten. Dabei spielen Benetzungseigenschaften eine entscheidende
Rolle. Deshalb wird versucht, das Flieverhalten der Fliissigkeiten durch Préparation ge-
eigneter chemisch oder topologisch inhomogener Substratoberflichen zu steuern. Die Be-
netzungseigenschaften solcher Oberflichen sind daher in den letzten Jahren in den Fokus
verschiedenster physikalischer Experimente geriickt: So untersuchen z. B. Gau et al. [16] die
Benetzung eines Substrates aus parallelen hydrophilen und hydrophoben Streifen mit Was-
ser (sieche Abbildung 1.1), Schifle et al. [38, 39] beschéftigen sich mit Kondensation und
Evaporation auf chemisch heterogenen Substraten, Darhuber et al. [13] untersuchen die
Ausbreitung von Fliissigkeiten entlang hydrophiler Streifen und Rehse et al. [35] studieren
die Benetzung topologisch inhomogener Substrate.

Grundlagen der Theorie zur Benetzung von Oberflichen bilden die Arbeiten von Young
[46] und Reynolds [36]. In der Youngschen Gleichung wird der Zusammenhang zwischen
dem Kontaktwinkel eines Tropfens im stationdren Zustand und der Grenzflichenspannung
fiir homogene und glatte Oberfléchen beschrieben. Die Dynamik diinner Filme auf homoge-
nen Substraten wird durch die auf Reynolds zuriickgehende Diinne-Filme-Gleichung, eine
Differentialgleichung fiir die Hohe des Fliissigkeitsfilmes, welche sich aus den Navier-Stokes-
Gleichungen herleiten ldsst, beschrieben. Der von Reynolds benutzte Ansatz 1ésst sich auch
zur Herleitung einer Diinne-Filme-Gleichung fiir chemisch heterogene Substrate verwenden,
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was in Kapitel 2 gezeigt wird. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Substratoberfléche glatt
ist, topologische Unebenheiten kénnen mit diesem Ansatz nicht beschrieben werden

Ziel dieser Arbeit ist es daher, ein zuverlissiges und

stabiles numerisches Verfahren zu entwickeln, wel- LT IO . TXXYEN
ches die Diinne-Filme-Gleichung fiir chemisch inho- 190,000 W6 o 0005000000 ot
mogene Substrate 16st. Das in Kapitel 3 definier- ST se000e #.;

te Verfahren baut auf einem von Griin und Rumpf
[21] fiir den homogenen Fall entwickelten Entropie-
konsistenten Finite-Elemente-Verfahren auf. Im Ge-
gensatz zu den in [21] und den nachfolgenden Ar-
beiten [22, 19] beschriebenen Verfahren erlaubt das
in Kapitel 3 definierte Finite-Elemente-Schema auch — — 0 009’0
Kondensation und Evaporation von Masse.

Abbildung 1.1: Benetzung eines ab-
Die diskreten Losungen dieses Verfahrens zeichnen wechselnd hydrophoben und hydrophi-

sich dadurch aus, dass sie verschiedene Integralab- len Substrates mit Wasser. Die Streifen
schiitzungen erfiillen. Diese werden in Kapitel 4 be- sind etwa 60 pm breit (Experiment von
wiesen. Mit Hilfe dieser Abschitzungen kann in Ka- Gau et al. [16])

pitel 5 gezeigt werden, dass die diskreten Losungen fiir gegen Null strebende Gitterweiten
gegen eine nichtnegative, schwache Losung des kontinuierlichen Problems konvergieren. Da-
mit setzt sich das hier verwendete numerische Verfahren von anderen Verfahren (siche z.B.
[10, 27, 29, 43]) ab, fiir die ein solcher Konvergenzbeweis nicht mdoglich ist. Durch den
Beweis der Konvergenz ist gleichzeitig auch die Existenz einer schwachen kontinuierlichen
Losung bewiesen.

Kapitel 6 zeigt die Ergebnisse numerischer Simulationen und vergleicht diese mit den Ergeb-
nissen physikalischer Experimente. Nédher untersucht werden hier vor allem die Entstehung
von Satellitenlochern in Polystyrolfilmen und die Kondensation auf chemisch strukturier-
ten Substraten. Zur Simulation wurde das Programmpaket EConLub2D benutzt, welches
eine Implementierung des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens ist. Das Paket wird in
Anhang A n#her beschrieben.

Die in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen sind in Anhang B zusammengefasst.



Kapitel 2

Mathematische Beschreibung
diinner Filme

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die Herleitung der verwendeten Gleichungen und
Potentiale. Abschnitt 2.1 zeigt, dem Ubersichtsartikel von Oron, Davis und Bankoff [34]
folgend, wie ausgehend von den Navier-Stokes-Gleichungen die Diinne-Filme-Gleichung her-
geleitet wird. Dabei wird vorausgesetzt, dass Dichte und Viskositéat der Fliissigkeit konstant
sind, die Fliissigkeit also inkompressibel und newtonsch ist.

Der Einflul der Struktur der Oberflache auf die Gleichung wird in den Abschnitten 2.2 und
2.3 erlautert.

2.1 Die Diinne-Filme-Gleichung

Wir betrachten die folgende Situation: Die Menge {(z,v,2) € R3|z < 0} beschreibe einen
Festkorper mit glatter Oberfliche. Auf dieser Oberfliche befinde sich ein fliissiger Film. Der
Fluss v 1= (vg, vy, v,)” und der hydrostatische Druck p innerhalb des Films werden durch
die Navier-Stokes-Gleichung

p(Ow+ (v-V)v) ==Vp+nAv—Vo (2.1)

bestimmt. Dabei ist 7 die Viskositéit und ¢ die Energiedichte eines dufleren Kraftfeldes. Da
die Dichte p der Fliissigkeit als konstant angenommen wird, gilt die Kontinuitéts-Gleichung

div(v) = 0. (2.2)

An der Grenzfliche zwischen Fliissigkeit und Festkorper gelten die folgenden Randbedin-
gungen: Neben der selbstverstédndlichen Bedingung v, = 0 (kein Fluss in die Oberfléiche
hinein) gilt fiir den horizontalen Anteil der Geschwindigkeit v = (vg, vy)":

1)”’3:0 = ,6831)” (2.3)

Der Parameter 3 € IR(J]r wird als Schlupflinge bezeichnet, im Fall 5 = 0 (no-slip-Bedingung)
haftet der Film an der Substratoberfliche. Unter der Annahme, dass die Oberflichenspan-
nung ¢ konstant sei, gilt an der Fliissigkeits-Gas-Grenzfliche die Bedingung

In -1 = —KS. (2.4)
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Dabei ist der Spannungstensor T definiert durch T = n(Vv + (Vo)1) + pld, & ist die
mittlere Kriimmung und 7 die Normale an der Fliissigkeits-Gas-Grenzfliche. Fiir Vektoren
¢ tangential zur Fliissigkeit-Gas-Grenzfliche gilt T - & = 0. AuBerdem soll keine Masse
zwischen fliissiger und gasférmiger Phase ausgetauscht werden, d.h an der Oberflache des
Fliissigkeitsfilms gilt zusétzlich

plv —v) =0, (2.5)

wobei v; die Geschwindigkeit der Grenzfliche bezeichnet.

Ziel der auf Reynolds [36] zuriickgehenden Lubrikationsapproximation ist es nun, unter der
Annahme, dass erstens die Oberfliche des Films als eine Funktion u(x,y) darstellbar und
zweitens der Film diinn ist, also die horizontale Ausdehnung um einige Groéflenordnungen
grofler ist als die Dicke des Films, eine vereinfachte Differentialgleichung fiir v herzuleiten.
Da dieser Ansatz in der Literatur ausfiihrlich beschrieben ist (siche z.B. [3, 34]), sollen
hier nur kurz die wesentlichen Ideen beschrieben werden. Zuerst werden die Ortsvariablen
durch dimensionslose Gréfen &, 7, Z und die Zeit durch eine dimensionslose Grofie ¢ ersetzt.
Dazu sei hy die mittlere Filmdicke, [y sei eine charakteristische Langenskala und vg eine
charakteristische Grofle fiir die Geschwindigkeit. Nun setzen wir:

T z

i==, g=2 =2, =2 (2.6)

lo lo

Unter der Annahme, dass ¢ = I;—(? < 1 ist, lassen sich nun die Gleichungen (2.1)-(2.5)

deutlich vereinfachen, indem man nur Terme nullter Ordnung in € betrachtet. Man erkennt

dabei, dass v|| in 2-Richtung ein parabolisches Profil aufweist (Poiseuille-Fluss). Integration

iiber z fiihrt schlieBlich zu einer Gleichung, welche nur noch von der Hohe u(z,y) des Filmes
abhéngig ist, ndmlich

noyu — div), ((%u?’ + ﬂuQ)V”(—gA”u + ¢l:=u)) = 0. (2.7)

Dies ist die Diinne-Filme-Gleichung. Der Term —gA”u—i— ¢| 2=, wird auch reduzierter Druck
genannt. Hier bezeichnen die Operatoren V|, div), A die auf die (x,y)-Koordinaten einge-
schriinkten Differentialoperatoren: V|| = (9, ay)T,diV” = (0, 0y), A = div| V).

Im Falle von Evaporation und Kondensation gilt die Annahme der Massenerhaltung an der
Fliissigkeits-Gas-Grenzflache nicht mehr. Daher wird (2.5) ersetzt durch

p(v —v)ii = j. (2.8)

Dieser Ansatz fiihrt zu einer Diinne-Filme-Gleichung mit rechter Seite ungleich Null, n&dmlich

noyu — diVH ((%ug + ﬁuQ)V”(—§A”u + (ﬁ‘zzu)) = % (2.9)

Der Masseflu8 j normal zur Grenzflache ist dabei nicht konstant, sondern abhéngig von der
Hohe u. Man setzt als Energiebilanz fiir z = u an:

JL = —k;, VO, (2.10)

d.h. die gesamte zur Grenzflache transportierte Wiarme —k;, V7 wird in latente Wérme
der Evaporation umgewandelt. Hier bezeichnet 6 die Temperatur, die Konstante ks, be-
schreibt die Wirmeleitfihigkeit der Fliissigkeit, L ist die latente Warme der Evaporation

6
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pro Masseneinheit. Die Temperatur § wird innerhalb der Fliissigkeit bestimmt durch die
Wirmeleitungsgleichung

pc%ﬂ = kyp AG (2.11)

mit den Randwerten 0|,—o = 0y und 0|,—p, — 0o = Kj = —%kthveﬁ, wobei 0y die Tempe-
ratur des Substrates und 0., die Temperatur der Gasphase ist. Beide werden als konstant
angenommen [34]. Die Konstante ¢ beschreibt die spezifische Wérme der Fliissigkeit, die
Konstante K setzt sich aus weiteren physikalischen Konstanten zusammen (Details siehe
[34], Gleichung 2.82).

Dieser Ansatz liefert nach Ubergang zu skalierten GréBen und Grenziibergang € — 0 (De-
tails siehe [34]) die folgende Formel fiir j:

oy k(00 — 0)
jlu) = Tut Ky (2.12)

Fiir 6y > 0 findet also Kondensation statt, fiir fy < f, Verdunstung. Fiir die Temperatur
ergibt sich die Gleichung 6(u) = 0 + %}){kiﬁ‘”. Man erhélt also als Differentialgleichung

fiir die Hohe u:

_n Ein (00 — 0s0)

nopu — divy ((3u® + 0u®) V) (=sByju+lemu)) == Zrm.

(2.13)

2.2 Molekulare Wechselwirkungen

Wechselwirkungen zwischen zwei Molekiilen im Abstand r werden im allgemeinen durch ein
Potential der Form T% beschrieben. Die Konstante C' kann dabei je nach Art der Wechsel-
wirkungen positiv oder negativ sein und hat die physikalische Einheit Jm™. Van-der-Waals-
Wechselwirkungen zum Beispiel werden mit n = 6 modelliert [24].

Unter der Annahme von Additivitdt kann die gesamte Wechselwirkungsenergie v zwischen
einem Fliissigkeits-Molekiil an der Stelle (x,y,z) und dem Substrat {z < 0} berechnet
werden. Fiir ein homogenes Substrat mit konstanter Molekiildichte oy ist

Y 2 < 0 o Cos
¢(x,y,z)—/_ood /_oody /_Ood CErTremr D

Nach Transformation in Zylinderkoordinaten r, h, ¢ durch

/ / / .
z—z=h, Yy —y=rcosp, z —x=rsiny

lasst sich dieses Integral berechnen und man erhélt fiir n > 3:

& 2 — Cos 2m 1
= = . 2.1
U(z,y, 2) /0 rdr/o d(p/ dh(r2 W2 = 2)(n=3) Cgsznis (2.15)

Im Fall von van-der-Waals-Kriéften erhélt man also das Gesamtpotential

U(z) = 5 Cos - (2.16)

6
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Ist das Substrat inhomogenen, so sind C' und o, abhiingig von den Ortsvariablen z’,3/, 2’.
Wir betrachten zunéchst einmal den einfachen Fall eines aus zwei homogenen Materialien
zusammengesetzten Substrats:

0y := {(z,y) € R* : x < 0},

, (2.17)
Qo :={(z,y) e R* : z > 0}.
Cros, falls (2/,3/) € Q)
Ca'y, #)olal,y, ) = 1 0° (.y) € (2.18)
Chos, falls (2/,1y) € Qo.

Fiir die Berechnung des Integrals v ist es unerheblich, wie C und g auf I' := {(x,y) € R?:
x = 0} gewéhlt werden. Sei also z. B.

Cla'y', 2 )o(a',y,2') = Cros,,  falls (2',y) €T
Dann folgt, dass sich ¥(z,y, z) aufspalten lésst in die beiden Integrale

¢(‘T Y,z ) 'T yYs 2 +w+(mayaz
0 / C1Q51
/ de! / 4 / dz (@ —2)2+ (y —y)2 + (2 — 2)2)"/2 (2.19)
/ / / CZng
d d d .
+/o ’ /_oo ’ /_oo (@ =T+ =)+ (- 2R

Im Fall z = 0 lésst sich dies nach Transformation in Zylinderkoordinaten 16sen und man
erhalt:

T 1
_ =———(C —
w (.%',y,Z) (n_2) n_3) 10s; zn_ga
(2.20)
Vs (2,y,2) = ——=———Cho L
A (n—2)(n—3) “7%2 =3
Im Fall z # 0 ergibt sich nach Integration iiber y
ﬂ _ l 1
Y (x,y,2) = Cros, VT @ —2 2/ / dx’ / dz' —, (2.21)
I'(%) (@ —2)2+ (2 — 2)2)"T
wobel I' die Eulersche Gammafunktion ist. Nun substituieren wir nach einer Idee von Diet-
rich und Rauscher [14] & = —‘“”—x/‘ und z = —Z?/ (wir setzen z > 0 als gegeben voraus) und
erhalten

T,Y, %) = WNL_%) 1 S 512 d2
Y (,y,2) = Cros, VT r'(%) z”3/0 /o (52(i+sgn(s))2+(5+1)2)%1

Analog erhalten wir fiir ¢4 (hier substituieren wir z = \x\ und z = —%/):

(2 — l) 1 oo oo |s|dz dz
¢ x,Y,2) = C Os ﬁ% — / / 2
w00 2) = CeaVITE T ST |y 2 —sen(e) £ (4 DD

wobei s jeweils £ bezeichnet. Es gilt also

2 1
(n—2)(n—3) 273

¢(‘T7 Y, Z) = <Clgs1a£})(§) + C2Q32a£L2) (%)) (222)

8



2.3. DAS EFFEKTIVE GRENZFLACHENPOTENTIAL

mit

oW (s) = |s|dz dz
a® () = (n—2)(n =3)I'(3 — % / / |s|dz dz )
! 2y/7I(3) (T —sgn(s))?2 + (2 + 1)2)%1

Durch Vergleich mit der Losung fiir das homogene Substrat erkennen wir, dass ozgll)(s) +
ag)(s) = 1 gelten muss. Ebenso ergibt sich aus (2.20), dass lims_ asll)(s) = 1 ist. Fiir

van-der-Waals-Wechselwirkungen ergibt die Berechnung der obigen Integrale

1 11 2+s24+2s
a()(s) =t ———
0 2288 43T+ 82 (2.24)
©)(5) 11 +2—{—52—|—254 '
ag'(S) =z ——=+—F—F—.
6 2 283 4531+ 52

Hier gilt aulerdem noch limg_o aél)(s) = 0 und lims_, aél)(s) = 1, was bedeutet, dass
fiir x > z die Inhomogenitét fiir den Wert des Potentials ¢ keine Rolle mehr spielt!.

Auf diese Art und Weise kann das Potential ¢ auch fiir ein aus parallelen Streifen unter-
schiedlicher Materialien bestehendes Substrat berechnet werden, da sich diese Situation auf
die obige zuriickfiithren ldsst. Insbesondere lésst sich damit v fiir alle zweidimensionalen
Probleme (als Substrat dient hier die x-Achse) berechnen.

Fiir kompliziertere Geometrien ist 1 héufig nicht explizit berechenbar. Dennoch lisst sich
auf einfache Art und Weise eine gute Néherung bestimmen, wie im néchsten Abschnitt
beschrieben wird.

2.3 Das effektive Grenzflichenpotential

Das im vorherigen Abschnitt berechnete Potential 1) beschreibt die Lageenergie eines Punk-
tes. Die Energiedichte ¢ aus der Navier-Stokes-Gleichung (2.1) bestimmt sich nun durch

¢ = ory, (2.25)

wobei oy die Molekiildichte der Fliissigkeit ist. Das effektive Grenzflichenpotential®> w be-
stimmt sich aus

O.w(x,y, 2)|mu = Oz, y, u(z,y)). (2.26)

Also lautet die Diinne-Filme-Gleichung (2.7) auch

ndyu — div)| (3’ + ﬁuQ)V”(—gA”u + Ow(z,y,u))) = 0. (2.27)

1Es ldsst sich vermuten — und mit Hilfe von MAPLE fiir den Einzelfall auch nachrechnen — dass auch fiir
allgemeines n € N, n > 3, lims_. o a(l)( ) =0 und lim,—_ a( )( ) = 1 giiltig sind.

2Der Name ’Grenzflichenpotential’ rithrt daher, dass w im Fall eines homogenen Substrats fiir parallele
Fliissigkeits-Gas- und Festkorper-Fliissigkeits-Grenzflachen die Energie pro Einheitsflache beschreibt. w hat
daher die physikalische Einheit J/m?.
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Auf homogenen Substraten ist w unabhéingig von x und y. Statt 0,w(z, y, ) kann man daher
auch w'(u) schreiben. Van-der-Waals-Kriifte werden also durch das Grenzflichenpotential
A

=——u 2.28

wlv) = 5 (229)

beschrieben, wobei A = 72C 0s0¢ die Hamakerkonstante ist. Fiir positive Hamakerkonstan-

ten ist dieses Potential destabilisierend. Fiir das gleichzeitige Darstellen von destabilieren-

den van-der-Waals-Kréften und stabilisierenden kurzreichweitigen Wechselwirkungen gibt
es verschiedene Ansétze. Oron, Davis und Bankoff [34] schlagen Potentiale der Form

w(u) = —agu™® +azu™®, ag,a3 >0 (2.29)

vor. Der Lennard-Jones-Ansatz [24], welcher van-der-Waals-Kréfte mit n = 6 und kurzreich-
weitige Bornsche Abstoflung mit n = 12 modelliert, fiihrt zu dem Grenzflichenpotential

A
w(u) = —mu_Z +eu8, (2.30)
mit einer positiven Konstanten e, welche die Stérke der kurzreichweitigen Kriéfte beschreibt.
Falls das Substrat selbst aus unterschiedlichen Schichten besteht, so spielen, wenn die ober-
ste Schicht diinn genug ist, auch darunterliegende Materialien noch eine Rolle. So erhélt
man, von einem Lennard-Jones-Ansatz ausgehend, Potentiale der Form

d) 2 -8, 2.31
127 or (utd) T +eu (2.31)

w(u) =
Hier beschreibt d die Dicke und A; die Hamakerkonstante der obersten Schicht. Ag ist die
Hamakerkonstante der darunterliegenden Schicht und & > 0. (siehe Seemann, Herminghaus
und Jacobs [40]).

Das Grenzflichenpotential w kann aber nicht nur molekulare Wechselwirkungen beschrei-
ben, sondern auch noch weitere physikalische Kréfte. So ldsst sich z. B. mit Hilfe von
Potentialen der Form

w(u) = cu? (2.32)

Gravitation beschreiben.

Auf inhomogenen Substraten ist w abhéngig von den Ortsvariablen z,y. Falls das Substrat
wie in (2.17) definiert ist, ergibt sich fiir van-der-Waals-Kréfte (n = 6) das Potential®

Al

A1 _ A1
127 u?

06 (2) = 5l (2), (2.33)

w(x,y,u) = z
wobei die Hamakerkonstanten A;, i € {1,2} gegeben sind durch A; = 72C;ps, of-

éi) ist eine Partition der Eins wie folgt:

1 1 11
=1Ll are (—2——),
2 s s 2 (2.34)
P =ty Lt taye(l 1 |
6 2 3 s s2 2

3Das Potential (2.33) lasst sich auch mit Hilfe der Dichtefunktionaltheorie herleiten, siche dazu [2, 28].
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2.3. DAS EFFEKTIVE GRENZFLACHENPOTENTIAL

Gleichung (2.26) gilt, da ﬁéi)( ) + 305 (Z)( )s = ag)(s) und damit

Al o Ay 1 e
dw(x,y,u) = 6r B0 () +— 6 36 (). (2.35)
Ahnliche Formeln lassen sich auch fiir andere Werte von n berechnen, aus (2.23) ldsst
sich jedoch keine allgemeine n-abhéngige Formel herleiten. Von einem 6-12 Lennard-Jones-
Ansatz ausgehend, ergibt sich ein Potential der Form

A1 1) Ay 1

Lo 60(@) - 2280 @) e B () + e B (2)  (236)

w(z,y,z) = - 127

mit ) + Y =
Fiir andere Geometrien der Oberfliache ldsst sich w(x,y,u) hiufig nicht explizit berechnen.
Daher wird Folgendes als Ansatz fiir ein Gebiet Q C R?2, welches sich durch Q@ = Q; UQ,UT

disjunkt in zwei Gebiete 27 und 25 aus unterschiedlichen chemischen Materialien und eine
Grenze I' = 901 N 0Ny aufteilen lisst, gewihlt?:

fall Qull
w(m,y,u) _ {wl(u) alls (xay) € )

(2.37)
wo(u) falls (z,y) € Q.

Es lasst sich zeigen, dass dieser Ansatz zumindest fiir das in (2.17) definierte Substrat eine
sehr gute Ndherung darstellt. Der Grund dafiir ist, dass Gleichung (2.33) eine exakte Dar-
stellung des Grenzfldchenpotentials ist, die Differentialgleichung (2.27) aber das Problem
fiir den Grenzfall € = 0 16st. Fiir die dimensionslosen Gréfen aus (2.6), d.h. z = % und
T
u

=L oilt L=2 ; g e—
U= g, gilt £ = = und dann ist mit §:=

& 1&g 1 — (2 1
ﬁél)(%): él)(g):__N_g_i_t\/m =5 (2.38)
2 s S S 2
Dies konvergiert fiir ¢ — 0 gegen % — %Sgn(é), also:
1 fallsz <0
lim {7 (2) = ’ 2.39
EHOBG ) {0 falls = > 0. (2:39)

Im Grenzfall ¢ = 0 der Diinne-Filme-Gleichung gilt (2.37) also fiir x # 0.

Mathematisch exakt zeigen dies Dietrich und Rauscher [14] durch asymptotic matching. Fir
die #ufleren Gebiete {x < —d} und {zx > J} leiten sie wie in Abschnitt 2.1 beschrieben die
Diinne-Filme-Gleichung her. Im inneren Gebiet {—§ < z < §} wird eine andere Skalierung
als (2.6) gewéhlt. Anschliefend werden innere und &duflere Losung abgeglichen und der
Grenziibergang § — 0 betrachtet. So erhalten sie fiir den Fall 8y = 6., und konstanter
Oberflichenspannung ¢ das folgende Resultat:

noyu — div), ((u 3 4+ pu? )WV (—Apu+wi(u)) =0 falls z <0,

, ) (2.40)
noyu — div)| (G’ + Bu? IV (—sAju+wh(u))) =0 falls z > 0,
mit den Anschlussbedingungen
U =u , = ,
’m/O ‘:v\O pl‘:v/o pQ‘x\O (2.41)

Viule 20 = Vyuleno, Vpile 0 = Vip2lao;

“Fiir die analytischen Betrachtungen spielt der Wert von w auf I" keine Rolle.
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KAPITEL 2. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DUNNER FILME

wobei p; den reduzierten Druck —¢Aju 4 wj(u) bezeichnet. Dies bedeutet, dass Aju nicht
stetig in « = 0 ist, da p stetig ist und w nicht. Dies zeigt auch, welche Regularitét wir fiir
eine Losung von (2.27) maximal erwarten kénnen.

2.4 Zusammenfassung

Unter der Annahme einer konstanten Oberflichenspannung ¢ gilt die folgende Differential-
gleichung fiir die Filmhohe u:

noyu — div| ((%u‘?’ + ﬂu2)V”p) = q(u). (2.42)
Der reduzierte Druck p ist dabei gegeben durch
p=—CAyu+ ¢|.=u. (2.43)

Unter der Annahme von Massenerhaltung gilt ¢(u) = 0, und bei Kondensation oder Eva-
poration gilt:
kn (60 — 6
1% Lu+ Kkth

Mit Hilfe des effektiven Grenzflichenpotentials w lésst sich der reduzierte Druck auch schrei-
ben als

(2.44)

p=—cAyu+ dyw(z,y,u). (2.45)

Das effektive Grenzflachenpotential selbst ist auf inhomogenen Substraten der Form 2 =
QU QUT, durch

(2.46)

wi(u) falls (x,y) € Q UL,
w(m,y,u):{w:(; (z,9) €

(u) falls (z,y) € Qo

nidherungsweise bestimmt. Dabei sind wq(u) und ws(u) die aus dem homogenen Fall be-
kannten Grenzflichenpotentiale.
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Kapitel 3

Das Entropie-konsistente
Finite-Elemente-Verfahren

In diesem Kapitel wird ein numerisches Verfahren vorgestellt, welches die Diinne-Filme-
Gleichung auf inhomogenen Substraten 16st. Die diskreten Losungen dieses Verfahrens zeich-
nen sich dadurch aus, dass sie zwei Integralabschétzungen, welche Energie- und Entropie-
abschitzung genannt werden, erfiillen. Integralabschéitzungen dieser Art sind in der Theorie
der degeneriert parabolischen Differentialgleichungen héufig eingesetzte Hilfsmittel. Fiir die
eindimensionale Diinne-Filme-Gleichung

up + O (U Uggr) =0 (3.1)

ohne Potential- und Quellterm leiteten Bernis und Friedman [6] Energie- und Entropie-
abschétzungen her und benutzten diese um fiir n > 1 die Existenz nichtnegativer schwacher
Losungen zu zeigen.

Die Energieabschitzung zu Gleichung (3.1) ergibt sich — formal — durch Multiplikation von
(3.1) mit ugy und Integration iiber (0,7") x Q. Nach partieller Integration erhélt man eine
Abschétzung fiir die Energie [, u2(T)dz zur Zeit T,

1 T 1
—/ui(T)dm—l—/ /u”uimdmdt: —/ui(O)dm, (3.2)
2 Ja o Ja 2 Jo

womit eine Integralabschétzung fiir die erste Ableitung gegeben ist.

Die Entropieabschétzung ist einerseits eine Integralabschétzung fiir die zweiten Ableitun-
gen, andererseits schiitzt sie die Entropie G(u) ab, welche durch

G(s) = /A T o)dr,  g(s) = AS Tindr (3.3)

definiert ist. Formal erhélt man die Entropieabschétzung zu (3.1), indem man Gleichung
(3.1) mit G'(u) multipliziert, iiber (0,7) x Q integriert, die Gleichheit

0.G (u)u" = uy (3.4)

ausnutzt und das Resultat partiell integriert. Dann erhélt man

/Q Gu(T))dz + /0 ! /Q 2, dodt = /Q G (u(0))dz. (3.5)

X
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KAPITEL 3. DAS FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN

Die Beschrénktheit des Entropie-Terms [, G(u(T))dx ist nun der Ausgangspunkt des Nicht-
negativitdtsbeweises in [6].

Allgemeinere a-Entropieabschéitzungen, in denen an Stelle von [, G(u(T)) der Term
Jo u®tH(T) fiir % < a+n < 2 abgeschétzt wird, und lokale Versionen der obigen Abschéatzun-
gen ermoglichen Existenz- und Nichtnegativitdtsresultate auch im Fall 0 < n < 1 und in
hoheren Raumdimensionen (siche [5, 8, 12, 17]).

Diese Ideen kénnen auch numerisch genutzt werden. Das von Griin und Rumpf [21] fiir
die Gleichung (3.1) entwickelte Finite-Elemente-Verfahren ist so konstruiert, dass die dis-
krete Losung diskrete Versionen der Abschétzungen (3.2) und (3.5) erfiillt. Dadurch wird
Nichtnegativitit der diskreten Losung auf eine natiirliche Art und Weise sichergestellt, wo-
durch Konvergenz gegen eine nichtnegative kontinuierliche Losung gezeigt werden kann.
Diese Strategie kann nicht nur auf Gleichung (3.1), sondern auch auf die mehrdimensionale
Gleichung

pu — div (u"V(—=Au + w'(u)) =0 (3.6)

angewandt werden (siehe [22] und [19]).
In diesem Kapitel wird nun, unter Ausnutzung dieser Ideen, ein numerisches Verfahren fiir
Gleichungen der Form

Oru — div (u"V(—Au + w y(u, x))) = q(u) (3.7)
definiert. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass auch die diskreten Losungen dieses Ver-
fahrens eine Energie- und eine Entropieabschéitzung erfiillen.

Bemerkung zur Notation: In Abschiitzungen auftretende Konstanten werden der Uber-
sichtlichkeit halber héufig zu einer Konstanten C zusammengefasst. Dabei kann sich die
Grofle von C' von Zeile zu Zeile einer Abschétzung dndern, ohne dass dies explizit erwéihnt
wird.

3.1 Diskretisierung mit Finiten Elementen

Das in Schema 3.2.2 definierte Verfahren benutzt als Diskretisierung fiir ein polygonal be-
randetes Gebiet Q C R? eine zulissige und rechtwinklige Triangulierung. Diese ist definiert
durch (siehe auch Ciarlet [11]):

Definition 3.1.1 (zuldssige und rechtwinklige Triangulierung)

Sei  c R polygonal berandet. Eine Triangulierung T, von Q heifit zuldssig, wenn sie die
folgenden Bedingungen erfillt:

(T1) Alle E € Ty, sind nicht-degenerierte d-Simplizes' und es gilt Q = Uger, E-
(T2) Fir zwei beliebige E;, E; € Tp, gilt: E; N Ej ist ein Untersimplex oder 0.

(T3) Fiir alle E gilt: % < C < 0. Dabei ist h(E) = diam(E) und p(E) der Durchmesser

der Inkugel von E.

'd.h. es gibt Punkte 2o(E), ..., zq(E) € R%, so dass z1(E) —zo(E), . .., za(E) — xo(E) linear unabhiingig
sindund E={z € R : 2z = >0 Ny (E),0 < A\ < 1,50 (A = 1} gilt.
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3.1. DISKRETISIERUNG MIT FINITEN ELEMENTEN

Thn heifst rechtwinklig, wenn zusdtzlich gilt:

(T4) Fiir alle E € T, gibt es einen Knoten xo(E) € E, so dass die Kanten, welche x¢ mit
den anderen Eckpunkten von E verbinden, rechtwinklig zueinander stehen.

Zulissige Triangulierungen sind also insbesondere Triangulierungen ohne h&ngende Knoten,
deren Dreiecke nicht beliebig spitz werden kénnen.

Mit der Triangulierung 7;, ist gleichzeitig auch die Menge N}, der Knotenpunkte r; fest-
gelegt. Die Anzahl dieser Punkte, wir bezeichnen sie mit D, bestimmt die Dimension des
Finite-Element-Raums V" der stetigen, stiickweise linearen Funktionen. Funktionen aus
V" werden stets mit Grofibuchstaben bezeichnet. Die Standardbasis {¢i}i=1,..p von Vh
wird durch die “Hiitchenfunktionen” gebildet, welche durch ¢;(x;) = ¢;; definiert sind. Jede
diskrete Funktion U € V" lisst sich mit Hilfe der Standardbasis als Koeffizientenvektor
(Uy,...,Up)T € RP darstellen:

D
Ulz) = Z Ui pi(z). (3.8)

Da U; = U(y;) gilt, wird dieser Koeffizientenvektor zur Vereinfachung der Schreibweise im
folgenden ebenfalls mit U bezeichnet.

Der Operator Zj, definiert eine Projektion C°(Q) — V" durch:

D

Ihu = ZU(&)% (3.9)

i=1
Mit Hilfe von Zj, lisst sich ein auf V" zum L2-Skalarprodukt dquivalentes, aber einfacher
zu berechnendes Skalarprodukt definieren:
Definition 3.1.2 (verdichtete Massen Skalarprodukt)

Fiir ®, € C%(Q) sei das verdichtete Massen (engl.: lumped masses) Skalarprodukt (-,-)p,
definiert durch:

(®,0), := / In(®(x)¥(x)) dz. (3.10)
Q
Die zugehorige Norm |||, := /(¥, W)y ist auf V" dquivalent zur L?-Norm. Ferner gibt
es eine Konstante Cy,, so dass fir alle U,V € V! die Abschiitzung
|(U7 V) - (Ua V)h| < thl+1|U|l,2|V|1,2 (311)
gilt.
Ein Beweis der Ungleichung (3.11) findet sich z.B bei Thomée [44] (Lemma 15.1).

Das im folgenden betrachtete Zeitintervall [0,7] sei durch 0 = t) < t; < -+ < tg =
T unterteilt. Das Finite-Elemente-Schema 3.2.2 berechnet die numerische Lsung an den
diskreten Zeitpunkten tj, die Zeitschrittweiten werden mit 7, = t; — t_1 bezeichnet. Die
errechneten numerischen Losungen sind also in der Menge

STV = {U :[0,T) — V"

U(t)=U<tk+1) fiir fk<t§fk+1,k:(),...,K—1}
(3.12)
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KAPITEL 3. DAS FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN

enthalten, da zu jeder Folge U¥ € V" k=0,..., K durch U‘(tkvtk-kl] = U**1 eine Funktion
U € S~10(Vh) definiert ist, welche stiickweise konstant in der Zeit ist. Man beachte, dass

U auf jedem Zeitintervall den Wert des rechten Randes annimmt. Fir U(t)(z) schreiben
wir auch U(¢, x).

3.2 Definition des Verfahrens

Sei Q ein Lipschitz-Gebiet im R?, d € {1,2}, T € R und Qr = (0,T) x Q. Das Gebiet Q
unterteile sich in zwei? Teilgebiete:

Q=0,UQ UT. (313)

Dabei sind 21,5 und I' paarweise disjunkt, €27 und €25 seien Lipschitz-Gebiete und I' =
021 NON,. Gesucht ist nun eine numerische Losung des folgenden dimensionslosen Anfangs-
Randwertproblems® fiir v und p:

u(0) = ug auf Q.

Oyu — div(m(u)Vp) = ¢q(u) in Qr, (3.14)
p=—Au+w,(u,z) in Qr, (3.15)
ou Op
$—$—OaufﬁQX[O,T], ( 16)

(3.17)

Dabei sei ug € H'(2) N C°(Q) mit ug(z) > 0 fiir alle 2 € Q. Die Randbedingungen (3.16)
legen fest, dass kein Massefluss aus dem Gebiet heraus oder in das Gebiet hinein stattfindet.
Die Mobilitét m(u) sei gegeben durch

m(u) =u",n € RT. (3.18)
Das effektive Grenzflachenpotential w : R x 2 — R erfiille eine der Bedingungen:

(w0) w € CORT x Q) lasse sich in Funktionen w = w* +w™ aufspalten, so dass w*(-,z) €
CY(R™*) konvex ist fiir alle € Q und w™(-,2) € C*(R") konkav ist fiir alle x € Q.
AuBerdem gebe es eine Konstante C' > 0, so dass w(u,z) > —C fiirallew € R*,x € Q
gilt.

(wl) w sei gegeben durch

Wi, 7) = {wl(u) falls z € Q, UT,

wo(u) falls x € Q.

Dabei lassen sich die w; € CO(R™) in Funktionen w; = w;” + w; aufspalten, so dass
wi € CYR') konvex ist und w; € CHR') konkav ist. Auflerdem gebe es eine

Konstante C > 0, so dass w;(u) > —C fiir alle u € R gilt.

?Besteht das Substrat aus drei oder mehr verschiedenen Materialien (=Teilgebieten), so entstehen da-
durch keine zusétzlichen Schwierigkeiten. Um die Notation iibersichtlich zu halten, wird hier aber von nur
zwei Teilgebieten ausgegangen.

3Im Fall 8 = 0,n = 3 entsprechen die Gleichungen (3.14) und (3.15) nach Reskalierung den Gleichungen
(2.42) und (2.45).
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3.2. DEFINITION DES VERFAHRENS

(w2) w sei gegeben durch

(u, ) —anu " 4 apuh? fallsz e QUT,
w(u,x) =
—agqu 2 4 agou22  falls x € Q.

Dabei sei fiir 4,5 € {1,2}: a;1 > 0, ajz > 0 und l;; € N mit l; > max{l;1, 2}.

Mit Bedingung (w0) wird also ein stetiges Potential beschrieben. Ein Potential der Art (w1l)
ist in Punkten = € I i.a. nicht stetig. Bedingung (w2) beschreibt einen Spezialfall von (w1l)
mit

+_ +

-1 - -1 l
wy =apu 2, w; = —apnu M, w, 21,

= aggu*l”, Wy = —agu
Das in Kapitel 2.3 hergeleitete kontinuierliche Grenzflichenpotential (2.36) erfiillt die Be-
dingung (w0), eine durch (2.37) definierte Néherung die Bedingungen (w1) und (w2).

Der Quellterm ¢ auf der rechten Seite von (3.14) erfiille eine der Bedingungen

(a0) ¢=0.
(ql) ¢ € WE2(R) mit ¢(s) >0 Vs € R.
(q2) ¢ € WH(R) mit ¢(s) <0 Vs € R.

Ist ¢ durch (2.44) definiert, so erfiillt ¢ im Fall von Kondensation Bedingung (ql) und im
Fall von Evaporation Bedingung (q2).

Um eine diskrete Losung berechnen zu koénnen ist es notwendig, Funktionen W und @ zu
definieren, welche im Gegensatz zu den Funktionen w und ¢ auch fiir negative Argumente
definiert sind, da a priori Positivitdt der diskreten Losung nicht gegeben ist. Die Néhe-
rung W von w muss daher in Analogie zu den Bedingungen (w0)—(w2) eine der folgenden
Bedingungen erfiillen:

(W0) W € CORx) lasse sich in Funktionen W = W +W ~ aufspalten, so dass W+ (-, z) €
C*(R) konvex ist fiir alle # € Q und W~ (-,z) € C}(R) konkav ist fiir alle z € .
AuBerdem gebe es eine Konstante C' > 0, so dass W (u,z) > —C fiir alle u € R,z € Q2
gilt.

(W1) W sei gegeben durch

Wi(u) fallsze QUT,

W(u,x) =
Wo(u) falls z € Qo.

Dabei lassen sich die W; € C°(R) in Funktionen W; = VVi+ + W, aufspalten, so

(2

dass W;" € CY(R) konvex ist und W,” € C'(R) konkav ist. AuBerdem gebe es eine
Konstante C' > 0, so dass W;(u) > —C fiir alle u € R gilt.
(W2) w erfiille die Bedingung (w2), es sei €, > 0 und W sei gegeben durch

W (u,2) = {w(u,m) falls u > e,

W(ew, ) + (& — )Wy (Ew,z) falls u < gy.
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Auch hier gilt, dass im Fall (W0) das Potential stetig ist, und im Fall (W1) i.a. nicht
stetig ist entlang der Grenze zwischen den Teilmengen €7 und y. Wiederum ist (W2) ein
Spezialfall von (W1). Da einige Aussagen noch stéirkere Voraussetzungen an W benotigen,
definieren wir noch zusétzlich die stirkeren Bedingungen

(W0") W erfiille (W0) und es sei W € L>(R x Q) und W, € L>(R x ).
(WD) W erfiille (W1) und es sei W§ € L™(R x Q) und W, € L*(R x Q).

Exfiillt W die Bedingung (W2), sosind W} € L*(RxQ) und W, € L*(RxQ) automatisch
gegeben.

@ sei eine Niherung von ¢ derart, dass in Analogie zu den Bedingungen (q0)-(q2) eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(Q0) Essei @ =0.

(Q1) Es sei @ € WL°(R) mit [|Q||1,00 = Cy und Q(s) > 0 fiir alle s € R. Aufierdem gebe
es ein ¢, > 0 und eine Konstante ¢, > 0, so dass Q(s) > ¢, fiir alle s € (—00, d,] gilt.

Q2) Essei Q € WH®(R) mit |Q|1.00 = C, und Q(s) < 0 fiir alle s € R. Auflerdem gebe
(Q2) : q g
es ein 6, > 0, so dass Q(s) = 0 fiir alle s € (—o0, d,] gilt.

Ist ¢ durch (2.44) definiert und erfiillt (ql), ist eine Fortsetzung @ von ¢, die (Q1) erfiillt,
zum Beispiel durch

~Ja(s) falls s >0,
Qs) = {q(O) falls s <0 (3.19)

gegeben. Erfiillt ¢ (q2), dann ist eine Nidherung @, welche (Q2) erfiillt, zum Beispiel gegeben

durch 5 5
Q(s) =q(s)— arctan(s 4

@ q

)X[s>8,]" (3.20)

Das numerische Verfahren soll so definiert sein, dass die diskrete Losung eine Energie- und
eine Entropieabschéitzung erfiillt. Um eine diskrete Entropieabschétzung zu ermdoglichen ist
es notwendig, die Mobilitdt m(u) so zu diskretisieren, dass zur diskreten Mobilitédt M eine
Entropie G existiert, welche die Identitét (3.4) im Diskreten widerspiegelt. Diese Uberle-
gungen motivieren die folgende, von Griin und Rumpf [21] vorgenommene Definition:

Definition 3.2.1 (zulissiges Entropie-Mobilitits-Paar)

Sei Ty, eine zuldssige und rechtwinklige Triangulierung, A > 0 und my, : R — Rg eine
Approzimation von m wie folgt:

s™ falls s > o undn > 1,
() o™ falls s <o undn > 1, (3.21)
me(s) := .
s" falls s > 0 und n < 1,

o(=s)"  falls s <0 undn < 1.

Dann heifst ein Paar von Funktionen G, : R — IRH, M, :Vh — ®LT:}L|1 R4 zulissiges
Entropie-Mobilitats-Paar zur Triangulierung 7Ty, falls die folgenden Axiome erfillt sind:
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(M1) M, : VP — ®|,§T:h‘1 R4 st stetig.
(M2) Fiir alle E € T, ist My(U)|g = my(u)1d, falls U|g konstant ist.
(M3) M,(U)VI,G,(U) = VU mit Gs(s) = [} go(r)dr, go(s) = [3me(r)"dr.

(M4) M,(U)|g ist symmetrisch positiv semidefinit auf jedem Element E € Ty,

Die reellwertige Funktion m(u) wird also durch eine matrixwertige Funktion M, (U) ersetzt.
Dabei ist M, (U) auf jedem Element der Triangulierung konstant.

Im Fall d = 1 erfiillt die Definition

Mo (Ui, 1041 = Po(U(2i), U(rit1)) fiir ein Element [v;,2i41] € 73, (3.22)

die obigen Bedingungen. Dabei ist p, die Funktion

-1

po(a,b) ;:< bi) . (3.23)

a mO(s)

Im Fall d = 2 gilt fiir das Referenzdreieck F = (0,e1,€e2), dass

T pa(ﬁ(o)vﬁ(el)) . 0 R
M'_< 0 pa<U<o>,U<ez>>> (3:24)

die obigen Axiome erfiillt. e, e ist hier die kanonische Basis des R2. Sei nun E € T,
ein beliebiges, rechtwinkliges Dreieck. Dann gibt es eine affine Abbildung f : F — F,
f(&) = AZ + z¢(FE). Die Mobilitdtsmatrix auf E ist nun gegeben durch

M=ATMAT. (3.25)
Ein Entropie-konsistentes Finite-Elemente-Verfahren lautet nun wie folgt:

Schema 3.2.2 (Finite-Elemente- Verfahren)

Sei Q) polygonal berandet und mit Tj, eine zuldssige und rechtwinklige Triangulierung von ()
gegeben. Durch M, und G, sei ein zuldssiges Entropie-Mobilitits-Paar zur Triangulierung
Tn gegeben. Durch 0 =ty < 4 < --- < tg = T sei eine diskrete Folge von Zeitpunkten
gegeben, dabei sei ¢, < 1, < 7 mit einer Konstanten ¢, > 0.

Sei U° = Tyhug. Zu einer bereits berechneten Lisung UF € V' zum Zeitpunkt t, bestimme
eine Losung UFHL P*L c VP zum ndichsten Zeitpunkt 4,1, welche

(UF —U* 0)), + 131 (M (U VPR VO) = 7,1 (QUF ), )y, (3.26)
(P W), = (VUM V) + (WU, ), @) + (W, (UF,), 9), (3.27)

fiir alle ©,9 € V! erfillt.
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KAPITEL 3. DAS FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN

Da die diskrete Funktion U* € V" als Vektor im R dargestellt wird, ldsst sich mit Hilfe
der D x D-Matrizen

My = ((‘Pi, @j)h)i,j:1

----- D>
Ly = </ V%‘V@j) ;
Q i,j=1,....,D
) = ([ Mm9a9s)
ij=1,...,.D

das Verfahren auch als Problem im R schreiben:

Zu einer bereits berechneten Lisung UF € RP zum Zeitpunkt ), bestimme eine Lisung
Ukl € RP zum néchsten Zeitpunkt t,41, so dass gilt:

URT — U 4 7 My Ly (U M, L, U
+ WU + T,W, (UR)] = mopa ThQUFH). (3.28)

Dabei bezeichnet Z, W (U*™) den die Funktion Z, W § (U™ (z),2) € V" darstellenden
Koeffizientenvektor

(W@, m), o WO () 0))

Analog sind IhW;(Uk) und Z;,Q(U**1) definiert. Die Matrizen My, LM und Lj, haben die
folgenden Eigenschaften:

i) My, ist positiv definit und hat Diagonalgestalt.
ii) LM (U) ist positiv semidefinit fiir alle U € RP.

iii) Ly, ist positiv semidefinit.

3.3 Existenz der diskreten LOosung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Existenz von diskreten Funktionen U € S~%0(V") und
P € S710(V") zu zeigen, welche die in Schema 3.2.2 aufgestellten Gleichungen 16sen. Die
folgenden Sétze geben hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Lésungen an.

Satz 3.3.1 (Existenz einer diskreten Losung fiir Q =0)

Es gelte (Q0) und das effektive Grenzflichenpotential erfiille eine der Bedingungen (W0)
oder (W1). Dann gibt es diskrete Funktionen U € S~H0(VM) und P € S~H0(Vh), so dass
die Funktionen U* := U(t;), P* := P(t), k =0,..., K Schema 3.2.2 lésen.

Beweis :  Wir definieren den Vektorraum V der diskreten Funktionen mit Mittelwert O
und die zugehorige Norm ||.||y durch

V:={Z e R”|u(Z) = 0},

1Zllv == V{2, LnZ),
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3.3. EXISTENZ DER DISKRETEN LOSUNG

wobei p durch
(1, MpZ)
Z ::][ 7z =-—" "
w2) Q (1, My1)

definiert ist. 1 bezeichnet dabei den Vektor (1,...,1)T € RP. Wir setzen nun Z* = U* —
p, 1u® = u(UY) und betrachten das modifizierte Problem:

(25 = 25,0 + s (M, (ZF) 4 O VPH, VO) =0 Ve € V!,
(Pk+17 \I/)h = (VZk+17 VIIJ) + (W,—Q’L—(Zk—’—l + ,U'07 ')7 \II)h + (W,;(Zk + ,U,O, ')7 \II)h Ve Vh'

Falls also mit Z* € V eine Losung fiir den k-ten Zeitschritt gegeben ist, so bestimmt man
eine Losung ZFT! € V fiir den néchsten Zeitschritt wie folgt:

Suche zu gegebenen Z* € V eine Losung ZFt € V von:

F(Zk+1) _ gktl _ gk + Tk+1M}:1LhM(ZkH + MO) [ththZkH
+ W2 4+ 10) + T, W, (25 + 10)] = 0.

Um die Existenz eines solchen Z**1 zu zeigen, wenden wir den Brouwerschen Fixpunktsatz
an. Wir betrachten die beschrinkte und abgeschlossene Menge

Vg = {Z ev: HZ”V < R}
und definieren eine Funktion G : Vg — Vg durch

B —RF(Z)
“D=1FDn

Wir nehmen nun an, dass ||[F(Z)||y # 0 fiir alle Z € Vg gilt und fiihren diese Annahme zum
Widerspruch. Falls diese Annahme gilt, ist G stetig und es gibt einen Fixpunkt X € Vg
mit X = G(X) und || X||y = R. Nun wéhlen wir Y € V so, dass

M LY = ToWi (X + p°) — p(TWEH(X + p0)1
+ IWW (25 + 1%) — w(ZTuW o, (28 + 10))1 (3.29)
gilt. Dies ist moglich, da M, YLy 1 V — V invertierbar ist.
Wenn R grofl genug gewahlt wird, konnen wir zeigen:
1) (X, Lp(X+Y)) >0.
i) (F(X),Lp(X+Y)) >0.
Nachdem diese beiden Aussagen bewiesen sind, ergibt sich der Widerspruch

R

0 < (X, (X +Y)) = (G(X), Ln(X +Y)) = — e

(F(X),Lp(X +Y)) <0,
und der Satz ist bewiesen.
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Bevor wir nun die beiden Aussagen beweisen, stellen wir zunéichst einmal fest, dass fiir eine
beliebige Funktion ¢ € V gilt:

(6, L0Y) = (&, MyTW (X + 1) + MW (25 + 1)), (3.30)
denn die restlichen Terme verschwinden wegen (¢, Mp1) = (My¢,1) = 0.
Beweis zu i): Mit Hilfe von (3.30) gilt:
R? 4+ (X MyTp W3 (X 4 %) o+ (X, My W (28 + ).

Wir kénnen mit Hilfe der Youngschen Ungleichung (a,b) > —&(a,a) — 5= (b, b) und der aus
der in endlichdimensionalen Vektorriumen giiltigen Aquivalenz von Normen ableitbaren
Abschitzung || X || < ¢||X||v abschétzen:

(X, MpZyW o (Z% + p%)) > —ecR?* — C.
Der andere Term lésst sich wie folgt umformen:
(X, My Ty W (X + %))

= (X + 41 = b1, Mp T W (X + 1%) = MRy W3 (1)) + (X, MRTu W (1))

=: a1 + as.

Nun gilt wegen der Konvexitit von W™:

D
a1 =Y (X + 1 = 1) (Mp)ii (WX + 1, 5) = Wi (6%, 1:)) = 0.
=1

Eine Abschétzung von as erhalten wir wiederum mit Hilfe der Youngschen Ungleichung
und der Aquivalenz der Normen ||.||y; und ||.||:

1
as > | X|* = ZIMW LW L (n)]* = —ecR” — C.
Damit folgt insgesamt:
(X, Lp(X +Y)) > R*(1 — 2ec) — C.

Wenn ¢ klein genug und R grofl genug gewihlt wird, ist dies positiv und damit ist i)
bewiesen.

Beweis zu 11): Sei
O = My 'Ly X + TyWEH(X + p°) + T, W (25 + 1°). (3.31)
Dann gilt:

= (X = Z8, LnX) + (X = ZF LY + 7o (M LY(X 4 p0) @, Ly(X +Y))
=: (a) + (b) + (o).
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3.3. EXISTENZ DER DISKRETEN LOSUNG

Term (a) ldsst sich mit Hilfe der Youngschen Ungleichung abschétzen:
1
(a) = [IXI5 = (2%, LnX) 21X — el XI5 = 121 > (1= 2)R* = C.

Bei der Abschétzung von Term (b) nutzen wir zunéchst die Beziehung (3.30) aus und
anschlieffend die Konvexitit/Konkavitéit der Funktionen W+ bzw W™:

(b) = (X =Z" MpZuW (X + 1) + MyTuW o (2% + )
D
= D (Xi— ZF) (M) (W,t(Xi + 10 5) + W (ZF + uo,xz))
i=1
D
= D) (X + 1) = (ZF + 1) WX+ 40, x0)
i=1
D
+ > (M (X + ) = (2F 4+ 1)) W2 + 1)
=1
D
> ) (Mp)a <W+(X@- + 0 w) = WHZE + uo,xi))
=1

D

+y (My)a <W7(Xi + 0 m) — W (ZF + ,uoazfz‘))
=1

(1, MpTyW (X + p1°) — MW (25 + u®))

= [mwees - [ TwEt e
Q Q
Z _07

wobei die letzte Ungleichung aus der Tatsache folgt, dass das effektive Grenzfldchenpotential
nach unten beschrénkt ist.

Da (MM, *LM(X + p%)® , 1) = 0 fiir jedes beliebige ® € V" gilt, ist M, 'LM (X + u°)® €
V. Also kénnen wir bei der Abschétzung von (c) Gleichung (3.30) ausnutzen und erhalten:
(©) = mer (M Ly (X + 4@, Ly X)
7 (M, LY (X 4 )@, MWW (X + %) + My TyW o, (25 + 1))
= (L (X +10)®, ®).

Da L,]y positiv semidefinit ist, ist dieser Term nichtnegativ. Damit gilt insgesamt, wenn &
klein genug und R grof} genug gewéhlt wird,

(F(X),Ly(X +Y))=R*(1 —¢) - C >0,

und ii) ist bewiesen. O

Im Fall @ # 0 reicht die Bedingung (W0) bzw. (W1) nicht aus, um die Existenz einer dis-
kreten Losung zu zeigen. Es werden vielmehr die stéirkeren Voraussetzungen (W2) benétigt,
da der Beweis der folgenden Sitze im Gegensatz zum Beweis von Satz 3.3.1 ausnutzt, dass
Vorzeichen und Wachstumsverhalten der Terme W und W~ bekannt sind. Im Fall von
Evaporation existiert eine diskrete Losung dabei nicht notwendigerweise bis zur Zeit T,
sondern nur solange noch Masse vorhanden ist.
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Satz 3.3.2 (Euxistenz einer diskreten Lisung bei Kondensation)

Es gelte (W2) und Q erfiille die Bedingung (Q1). Dann gibt es diskrete Funktionen U €
S=LOV™) und P € STVO(VM), so dass die Funktionen U* = U(t,), P* := P(t,), k =
0,...,K Schema 3.2.2 ljsen.

Satz 3.3.3 (Ezistenz einer diskreten Ldsung bei Evaporation)

Es gelte (W2) und Q erfiille die Bedingung (Q2). Dann existiert zu einer bereits berech-
neten Lisung UF an einem Zeitpunkt t, eine Losung UFTL am Zeitpunkt o1, welche die
Gleichungen (3.26) und (3.27) erfillt, falls fir die Zeitschrittweite T11 gilt:

1
Te1 <~ F U” (3.32)

Beweis (Satz 3.3.2 und Satz 3.5.3): In jedem Zeitschritt ist also zu einem gegebenen
Vektor UF € V? eine Losung UFT! € V* gesucht, welche (3.28) erfiillt. Nun definieren wir
in Analogie zum vorherigen Beweis eine Funktion ' : V — V" durch

FU):=U-U" - 1, 17,Q(U)
+ e M LM () (M,;thU + W) + I;M{;(U’“))
und eine Funktion G : {U € V" : |U||~ < R} — {U € V" : |U||~ < R} durch

_ —RF(U)
‘U= Fro

Die Norm |||~ und das zugehérige Skalarprodukt (.,.). auf V" sind gegeben durch

U~ = VU, U)~,

(U, V)w = U,L,V)+ (1,MU)(1,M,V).

Unter der Widerspruchs-Annahme, dass F(U) # 0 fiir alle U € V" mit |U||~ < R gilt, gibt
es nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt X mit X = G(X) und | X|~ = R.
Sei nun Y € V" so gewihlt, dass (1, M,Y) = 0 ist und

M LyY = TyWH(X) + TyWo, (UF) — p(ZaWEH(X)T — p(ZaW, (UF)T. (3.33)
Y ist dadurch eindeutig bestimmt. Wenn R grofl genug gewihlt wird, kénnen wir zeigen:
i) (X, X+Y).>0,
i) (F(X),X+Y). >0,

und fiihren damit die Annahme zum Widerspruch.

Dazu stellen wir zunéchst einmal fest, dass fiir den Mittelwert von p(X) := {5 X gilt:

u(X) = p(GX)) = (ﬁf}ﬁj) — o)

= ﬁ <,u(X) — ,u(Uk) — Tk+1M(IhQ(X))) :
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3.3. EXISTENZ DER DISKRETEN LOSUNG

Also gilt

——i——omw+r (TQ(X)))

woraus |u(X)| < C folgt, da @ beschrankt ist. Weiterhin gilt u(X) > 0, da im Fall (Q1)
w(U*) und Z;,Q(X) positiv sind und im Fall (Q2) 7x41|u(ZnQ(X))| < [u(UF)| ist aufgrund

der Bedingung (3.32).

w(X) =

Beweis zu 1):

(X, X+Y)e = R+ (X,Y)~
= R?4+(X,L,Y)~
= R+ (MpyZ,WH(X), X — u(X)1) + (MZ,W, (U"), X — p(X)1)

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung, der Beschrinktheit von u(X) und der Aquivalenz
| X < c|]|X||~ der Normen || - ||~ und || - || ldsst sich abschétzen:

(MR, W, (UF), X — p(X)1) > —LC —ecR* - C.

Unter Ausnutzung der Konvexitét von W und der Positivitidt von p(X) und W gilt:

<M@M$M%X—MXM>ELA%WWKJ—%WWMMJ

v

[ mw ) - nwt )
Q
> 0-C.
Damit ergibt sich insgesamt, falls erst ¢ klein genug und dann R grofl genug gewahlt wird:

(X, X +Y).>R*(1—¢ec)—C >0.

Beweis zu ii):

(F(X),X+Y)e = (X-U'-7mnZQ(X), X)n
HX - U" - 1 ThQ(X) Y ) o
Tt (M P (X) @, X + Y )

=t (a)+(b) +(¢)

Hierin ist ® wie in (3.31) definiert. Da L} positiv semidefinit ist, gilt
() = T (Ly (X)@, @) > 0.

Term (a) lésst sich mit der Youngschen Ungleichung, der Beschrinktheit von Q(X) und

der Aquivalenz der Normen || - ||~ und || - || abschétzen. Wahlt man ¢ in der Youngschen
Ungleichung klein genug, so gilt:
(@) > R*(1—ec)—C— 1 {(ZTnQ(X), X )~
> R2(1 —ec)—C — Tk+1€R2 — Tp1C

v

1 2
§R - C.
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Term (b) schlieflich ldsst sich umformen zu

(b) = (MZWH(X) + MW, (U*), X — U* — u(F(X))1)
Tt (MyTyW 5 (X) + My ZWo, (UF), T,Q(X))
=: (b1) + (b2).

Im Fall (Q1) ist Z,Q(X) positiv, Z,W (X, -) ist negativ. Daher gilt:
—Th1 (MR I, W (X)), ThQ(X)) > 0.
Ferner ist Z, W, (U ¥) konstant und Z;Q(X) beschrinkt. Also ist insgesamt

(b2) >0 - C.

Im Fall (Q2) gilt fiir alle 1 < i < D, dass entweder Q(X;) = 0 oder |W(X;,1)| <
max;eq 2} |W]7"'u(5q)| ist. Also gilt auch hier:

(b2) > —C.

Der Term (b1) lsst sich, analog zum Vorgehen im Fall @ = 0, durch

(b1) Z/QIhWJr(Xv ')_/QZhWJr(Uk"i_M(F(X»")
B — 7k
4 [T - o)) - [ Tt

abschétzen. Wir wissen, dass p(F(X)) < 0 ist, also gilt wegen der Monotonie von W~
punktweise:

IW (X = u(F(X)),-) = LW (X, ).

Ebenso gilt punktweise, da x(X) > 0 und W monoton fallend ist:

W (U 4+ w(X) — w(U*) = 1 (T Q(X)), )
STWH(UF = p(U*) = o ThQ(X)), ) < LW (UF — w(U*) - C, ).

Damit ldsst sich (bl) abschétzen durch

(b1) > /QIhW(X,-) —-C.
Da W nach unten beschrankt ist, gilt also insgesamt:
R*-C.

(F(X),X+Y). >

Wenn R grofl genug gewahlt wird, ist dies positiv und damit ist der Widerspruch gezeigt.
O
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Korollar 3.3.4 (Existenzintervall bei Evaporation)
Es gelte (Q2) und W erfiille (W2). Fiir

1
T < —]/ Uo 3.34
Cq Q ( )

existiert eine Lisung von Schema 3.2.2 auf dem ganzen Intervall [0,T].

Beweis :  Wir setzen © =1 in (3.26) und erhalten

/Uk+1_/Uk:Tk+1/IhQ(Uk+1).
Q Q Q

Nach Summation iiber k£ ergibt sich daraus fiir die Masse der diskreten Losung die Glei-

chung: '
Ui:/U0+ Tk/IhQ Uuh).
o= e 3 f mew
Mit Hilfe der Bedingung (Q2) ldsst sich abschitzen:
> 7 / QU™
k=1 /%

Nun wiahlen wir Zeitschrittweiten 75, welche kleiner sind als die maximale erlaubte Zeit-
schrittweite 7 := Ciqu UY — T. Wegen (3.34) ist 7 positiv. Daraus folgt:

U= g ([0 -]
—Jfui> U —TC,|0|) =,
Cola — Gl g ¥

und damit ist die Bedingung (3.32) fiir alle Zeitschritte t; erfiillt. O

< TC,|0.
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Kapitel 4

A priori Abschitzungen

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass eine diskrete Losung U € S™10(V") des in 3.2.2
definierten Verfahrens existiert. Im Falle von Evaporation existiert diese allerdings nicht
fiir jedes beliebig grofie Zeitintervall, sondern nur fiir 7' < = fQ UY. In diesem Kapitel wird
gezeigt, dass diese Losung verschiedene a priori Abschatzungen erfiillt.

4.1 Die diskrete Energieabschitzung

Die Energieabschéitzung schiitzt die Energie & [, [VU(T)> + Z,W (U(T),-) zum Zeitpunkt
T gegen die Energie zum Zeitpunkt 0 ab. Kombiniert mit einer Abschétzung fiir die Masse,
kann dieses Resultat genutzt werden, um gleichméBige Beschrinktheit der L>(0,T; H'(Q))-
Norm von U zu folgern. Daher beginnt dieser Abschnitt mit einer Abschétzung fiir die Masse
von U.

Satz 4.1.1 (Beschrinkung der Masse)
Die Losung U von Schema 3.2.2 erfillt die Ungleichungen

UO:/QNT) falls (Q0) gilt,
Q Q
WS/wﬂg/W+qM4 falls (Q1) gilt,
Q Q Q
0 1 0 -
OS/QU(T)S/QU falls (Q2) undT<Eq]{)U gilt.

Beweis :  Wir setzen © = 1 in (3.26) und erhalten

KLWH_AWZWHAQMWH) (4.1)

Im Fall @ = 0 folgt daraus nach Summation iiber k sofort die Behauptung.
Im Fall (Q1) gilt nach Summation iiber k:

/QU(T)—/QUO:§Tk+1/gth(Uk+l)-
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Da sich die rechte Seite dieser Gleichung durch

K-1
0< Z Th41 /QIhQ(UkH) < |Qr|C,
k=0

abschétzen 148t, folgt die behauptete Ungleichung im Fall (Q1).
Im Fall (Q2) ist

ZTk_H/IhQ (Ut <o,

woraus unmittelbar [, U(T) < [, UY folgt. Die Bedingung (3.32) garantiert die Positivités
des Mittelwertes der Losung, denn sie impliziert
< / U*|.
Q

Kombiniert mit (4.1) folgt daraus offensichtlich: [, U*™ > 0 fiir alle k. O

Tht1 /QIhQ(UkH)

Korollar 4.1.2 (L2-Abschitzung)
Die Losung U des Verfahrens 3.2.2 erfillt die Ungleichung

|wawpmﬁQMWanpmﬁ¢£U@ﬂmﬁ (42)

Beweis :  Wir betrachten die Funktion U(T,-) — f, U(T,z)dz € H'(Q). Da diese Funktion
Mittelwert 0 hat, gilt die Poincaré- Unglelchung

U(T.) - U)ol < VU@ 20
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt daraus die Behauptung. O

Die L?-Norm von U(T) kann also abgeschiitzt werden, wenn eine Abschitzung fiir die L2-
Norm von VU(T') bekannt ist. Diese liefern die folgenden Energieabschétzungen.

Satz 4.1.3 (Diskrete Energieabschitzung fiir Q =0)

Es gelte (Q0) und W erfiille eine der Bedingungen (W0) oder (W1). Dann erfillt eine
diskrete Losung U, P € S~H0(V?) won Schema 3.2.2 die Ungleichung:

1 T 1K71
—/ |VUK|2+/IhW(UK,-)+/ (M,(U)VP,VP) + = Z/ IVUR — vU*?
2 Ja Q 0 2= Ja
1
< —/ yVU0\2+/IhW(U0,-). (4.3)
2 Ja )
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Beweis :  Wir setzen © = P*+1 in Gleichung (3.26) und erhalten:
(UFH = UF, PR, + 1 (M (UM VPR v PR = 0. (4.4)
Der erste Term 1a8t sich unter Ausnutzung von (3.27) weiter umformen:
(UFHL gk PR, — (VURTL O - v
i (WZ(URH’ ), Uk kY, + (W;(Uk, ), Uk — kY,
Mit Hilfe der Konvexitét 1a8t sich nun abschétzen:
(W;;(Ukﬂ, ), UKL k), = (MhIhW;;(UkH) UMk

D
= > (M)W LU (w5 k) (U @) - UR @)
1

-
Il

Mb

(Mp)ii (W+(Uk+1(ri),xz‘) - W+(Uk(Ii)7Fz‘)>
1

-
Il

I
@\

(W+(Uk+1 ) — WU, ‘)) .
Analog folgt fiir den konkaven Term:
(W, (U", ), Uk — Uk, > /th <W‘(U’“+1, ) =W (U, .)) .
Nutzt man nun noch die Formel a(a —b) = 1(a® — v? — (a — b)?) aus, so erhilt man
Uk gk phely), / VU2 - / VU2 + / VUM YU
+ /QIhW(U’““, ) - /QIhW(Uk, ).

Dies setzen wir in (4.4) ein und summieren die Ungleichung iiber k:

Z Tk+1 Uk‘-i-l)vpk-f—l vpk-f—l + Z / ’v[jk‘-ﬁ-l VUk‘

+§/ |VUE |2 - /|VU0 /IhW(UK,-)—/IhW(UO,-) <0
Q Q
Dies aber ist (4.3). O

Satz 4.1.4 (Diskrete Energieabschitzung fiir Q #0)

FEs gelte (W2) und Q erfiille eine der beiden Bedingungen (Q1) oder (Q2). Im Fall (Q2) gelte
zusdtzlich die Bedingung T < Ciqu UC. Dann erfillt eine diskrete Losung U, P € S™1O(Vh)
von Schema 3.2.2 die Ungleichung:

: /Q VUR? + / LW (U", ) + /T< M, (U)V P, VP) + /!VUW VUt

/|VU0 /IhW(UO,-)+Cq/ IVU|? + R. (4.5)
Qr
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Dabei ist die Konstante R gegeben durch

R=C, )
o] (s W01+ s 19,0601 )

N Cyt fQ IhW;(UO, )+ Cgr  falls (Q1) gilt,
0 falls (Q2) gilt,

mit einer weiteren Konstanten C'r > 0, welche von cr, a;j,1;5,cq, Cy abhingt.

Beweis :  Analog zum Beweis im Fall Q = 0 testet man Gleichung (3.26) mit © = P*+1.
Die Terme auf der linken Seite der Gleichung dndern sich dadurch nicht und kénnen wie im
Beweis von Satz 4.1.3 abgeschitzt werden. Zusétzlich erhédlt man nun auf der rechten Seite
der Gleichung noch den Term

K-

>_A

T (QUMTY), PFHL),. (4.6)
k=0

Dieser 148t sich mit Hilfe von (3.27) umformen zu

K—-1 K—-1
> (VUL VLQUMY) + ) et (QUAT), WHUR ) + W (UF, ). (4.7)
k=0 k=0

Sei nun d = 2. Zu jedem Dreieck E; € 7} gibt es ein Referenzdreieck FE; mit den Eck-
punkten 0, adeq, abes und eine orthogonale Matrix A;, so dass die affine Abbildung f;(%) =
xo(E;) + Ajz das Referenzdreieck E; auf E; abbildet. Sei ferner V die Ableitung nach
den z-Koordinaten, und fir U € Vh und E; € T;, bezeichne U : E} — R die Funktion
U(z) := U(f;(%)). Dann gilt:

(VUk+1,VZhQ(Uk+1)) _ Z / Uk-l—l VI Q(Uk+1)>

E ETh

= Y / ATTVUR  ATTVT,QUR ) det A

E;€Ty
= Z |E;|((VUR VT,QUFY)
E;eTy,
SN ) Q(Uk—f—l) 0 o
) " VUk+1’< 1 ; vk,
E;h| ‘ 0 DQ(URHL) )
Dabei ist
Q(U’“-H(a'e N—Q(U*+1(0))
aQ(U]H—l) = U’“‘H(a ; ) —UFk+1(0) falls U]H'l(a e ) ?é U]H_l( ),
] e

0 sonst.
Da @ in W1H*°(R) beschrinkt ist, gilt insgesamt:

(VUkJrl,vz-hQ(UkJrl)) < Cq Z |EZ|<@U]€+1 ,@Uk+1> _ Cq(VUkJrl,VUkJrl).
EieTh
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Dies gilt auch im einfacheren Fall d = 1, wie sich leicht iiberpriifen 1&8t. Damit gilt also fiir
den ersten Term aus (4.7):

K-1

> e (VUL VLQUMTY) < ¢ / VU2
k=0

Fiir den zweiten Term aus (4.7) gilt die Gleichheit:

K—-1
Z Tk+1(ZhQ(Uk+1)7 W,—J(Uk-i_l? ) + W,;(Uk7 ))h
k=0

K
Z ), WL (U",- h+zrk+1 QUM WL (U, ). (4.8)

Wir betrachten nun getrennt die Bereiche
Uk >6,) ={xecQ:U"x)>d,} und [U*<§,)]:={zecQ:U"x)<d,}.

Auf [UF > 4] konnen wir W I (U*,-) und W, (U*, -) betragsméBig gegen max;e(; 2} \Wifu(éq)]
bzw. max;e 1 23 |W;,(04)| abschiitzen, da (W2) die Monotonie der Funktionen W und W,
sicherstellt. Es gilt also:

ky v+ (77k max N+ (77E
QUY WIS M < Gl mas W@+ [ T (QUAWEWE™)
QUMW D < Golol max WLG)+ [ T (QWH WL, ).
i€{1,2} [UF<6,]

Dies setzen wir in (4.8) ein und erhalten:

K-1
T (T QU WEUR ) + W (U, )
k=0
< C,|Q 1)
< il (max W01+ s (73,60 )
K-1
+Z7'k/ Iy <Q uHwiu*r,- )-i- Tk+1/ Th <Q(Uk+1)W,Z(Uk7')) :
k<g) P [UF<68,)
7 I

Wir unterscheiden nun die Fille (Q1) und (Q2). Im Fall (Q2) ist Q(U*(z)) = 0 fiir U*(z) <
g und damit ist 7 = 0. Da auflerdem @ negativ und W, positiv ist, ist /1 < 0. Somit ist
der Term (4.6) abgeschétzt durch:

Zml QA P < Gl (mas W01+ ma (W56 )
1€

Im Fall (Q1) ist Q positiv und fiir U*(x) < &, gilt Q(U¥(z)) > ¢,. Da Wi negativ ist, gilt

K
1<y cchT/ W5 (U, ).
k=1

[UF<4q]
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KAPITEL 4. A PRIORI ABSCHATZUNGEN

Die Abschétzung fiir Term I1 nutzt aus, dass Wjj positiv und @ durch Cy beschrénkt ist:

17 < ch/ TWW o, (U",).
[UF<dq] 7
Also gilt insgesamt:

I+1I < CqT/ IhW;(UO,-)—f—cchT/ WU, )

[Uk<6q] [Uk<84]
K—-1
+> / (cchTZhW;:(Uk, )+ CurTy W, (UY, -)> .
=1 ¥ [UF<dq]

Da der negative Term WJ&(U k.) von hherer Ordnung ist als der positive Term WL (U ko,
konvergiert die Summe (falls &,, klein genug gewihlt wird) fiir U*(z) — 0 gegen —oo.
Insbesondere ist der Term nach oben beschriankt. Also gibt es eine Konstante Cr, so dass

K—

[y

T (Q(UFTY), PRHLY,
k=0

< Gyl <Zg%%)2(} ‘Wi,_u((SQ)’ + Z,g%i);} ]W:L((Sq)]) + CqT/QIhW,u(UOa )+ Cr

gilt, woraus die Behauptung im Fall (Q1) folgt. O
Mit (4.5) allein ist jedoch noch keine Abschitzung fiir die Energie gegeben, da auf der

rechten Seite der Ungleichung noch der Term fQT |VU|? vorkommt. Mit Hilfe des Lemmas
von Gronwall 148t sich aber folgern:

Korollar 4.1.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.4 gibt es eine positive Konstante
Cr abhingig von T, so dass

/Q VU@P < Cr (4.9)

fir alle t € [0,T] gilt.

Beweis :  Da W nach unten durch eine Konstante beschrénkt ist, konnen wir zu (4.5) eine
Konstante C,, hinzuaddieren, so dass die Terme [,(Z,W (UX)+C,,) und [(Z,W(U°)+Cy)
positiv sind. Damit gilt also

/Q|VU(T)|2g/Q|VU(0)12+/OT/Q|VU(t)|2dt+c,

dabei ist die Konstante C' abhéngig von den Parametern ¢, Cy, 6y, Gin, lij, ||, ¢, ug. Wir
wenden nun das Lemma von Gronwall auf die Funktion

£(t) = /ﬂ VU @)
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an und erhalten mit ag := [, [VU(0)|> + C:

t
/Q VU (t)]* < ag —i—/ ape!~*ds < ag + Tage’,
0
woraus die Behauptung folgt. O

Damit kann der Term fQT |VU (t)|?dt auf der rechten Seite von (4.5) gegen Tag + T?age”
abgeschéitzt werden, womit sich alle Terme auf der rechten Seite von (4.5) durch Konstanten
abschétzen lassen.

4.2 Entropieabschitzung und Nichtnegativitit

Die diskrete Entropieabschéitzung ist eine a priori Abschétzung fiir die in Definition 3.2.1
definierte diskrete Entropie. Die Beschrinktheit der Entropie kann — analog zum Nichtne-
gativitdtsbeweis von Bernis [6] — dazu genutzt werden, die Nichtnegativitéit der diskreten
Losung zu zeigen. Dariiberhinaus zeigt die Entropieabschéitzung die Beschréinktheit der
zweiten Ableitung von U. Mit Hilfe der Funktion U~ € S~50(V"), welche durch

U~ (t) := Uk, falls t € (tg, ty1], (4.10)

auf dem Intervall [0, 7| definiert ist, lassen sich die folgenden diskreten Entropieabschétzun-
gen zeigen:

Satz 4.2.1 (Entropieabschitzung fiir Q =0)

Es gelte (Q0) und eine der Bedingungen (W0) oder (W1). Dann erfillt eine Losung U, P €
S=LO(VP) won Schema 3.2.2 die Ungleichung:

T T
[ 26w+ [ 1aveka+ [ 1Pk

< [ DG + il sp WEUG), 0P + 101l s (WUl @41)
Q (t,$)€QT (t,:L‘)EQT

Dabei ist AU € S™VO(V1) definiert durch:

(ARU(L, ), ¢)n = (VU(t,-), Vo) Vo e VP vtelo,T]. (4.12)

Beweis :  Wir testen Gleichung (3.26) mit © = Z,G’ (U*!) und erhalten fiir den para-
bolischen Term:

(Uk+1 _ Uk,IhG;(UkJrl))h _ /Qz'h(UkJrl _ Uk, G;(UkJrl))h

v

/ T0Go (UM — / T0Go (UP).
Q Q
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KAPITEL 4. A PRIORI ABSCHATZUNGEN

Der elliptische Term, getestet mit © = T, G/ (U**1), 1aBt sich mit Hilfe von (M3) und
Gleichung (3.27) unformen:

Tk+1(Mg(Uk+1)VPk+1, VIhG/O.(Uk+1)) _ Tk+1(vpk‘+1, VUk+1)
= T (PP PP — W (UM ) = T,W o, (U, ).

Dies 148t sich nun auf zwei verschiedene Weisen weiter umformen. Die erste Moglichkeit
nutzt die mit Hilfe der Youngschen Ungleichung (a,b), < 5llall? + %||b]|7 gewonnene
Abschitzung

(Pk—l—l’ Pk+1 _ ZhW7t(Uk+17 ) _ IhW;(Uk, ))h
= [PEE = (PR LW LU ) + LW (U, )
1 _
> ||[PEHY; — §||Pk+1\|i — I ZeW L (UG = 1ZaW o (UF, )1

und liefert nach Summation iiber k =0,..., K — 1:

1 (T
[ BGawm)+3 [Pt
Q 2 Jo
T
< [ BG4 [ ImWEU@IE + TV 0 0, (413)
0
Die zweite Moglichkeit nutzt die Abschitzung

(PMHY PMY — T W i (URH ) = T, W, (UF, )
=||P* — WU ) = TaW o (U, IR
+ (LW LU ) + T, W, (UF, ), PP — T, WU ) — T, W, (UF, )
1 (4.14)
(1= DIPH = LW (UM ) = T, (0%l
— [ZaWE UG = IZaW o3 (U5, )]

und ergibt nach Summation tiber £k =0,..., K — 1:

1

T
[ 26 +5 [ 1P0 -5V U 0. - T 0.l
Q 0

T
S/IhGo(U0)+/ IZuW U @), )i+ 1ZaW o U (1), )7t (4.15)
Q 0

Addition von (4.13) und (4.15) ergibt Ungleichung (4.11), wenn man beriicksichtigt, dass
aufgrund von (3.27)

Pk+1 _IhW7;t(Uk+1) _ IhW;(Uk) — —AhUk+1
ist. O

Bemerkung : Der Beweis der Entropieabschétzung fiir homogene Substrate (siehe [19])
schéitzt Term (4.14) nicht mit Hilfe der Youngschen Ungleichung ab, sondern formt den
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4.2, ENTROPIEABSCHATZUNG UND NICHTNEGATIVITAT

Term zunéchst mit Hilfe von (3.27) weiter um:

(Pk:-f-l’ Pk:+1 . -,Z'—th;(Uk—i_l) o IhW7;(Uk;))h
= (LW UMY + LW, (UY), P - W (UMY = T, W, (UM)n
= (VUL VLW (UM + vL,W, (UY))
= (VU W (UF VUMY + (VUM T, W, (UR)VUF)

Die so entstandenen Terme kénnen mit Hilfe der Konvexitit bzw. Konkavitit von W bzw.
W™ weiter abgeschéitzt werden. Wiirde man diesen Ansatz auch fiir inhomogene Substrate
verfolgen, so miissten W,‘g und W}, nun zusétzlich partiell nach x abgeleitet werden. Im
Fall (W1) ist dies nicht méglich, da W an der Grenze zwischen 2 und Qs nicht stetig sein
muss. Im Fall eines stetigen Potentials (W0) miisste man, wenn man diesen Ansatz verfolgt,
die Terme (VU™ Z, W (U, ) und (VU Z, W, (U*, ) abschétzen. Dies ist aber
ohne weitere Bedingungen an W nicht mdoglich.

Satz 4.2.2 (Entropieabschitzung fiir Q % 0)

Es gelte (W2) und eine der beiden Bedingungen (Q1) oder (Q2). Im Fall (Q1) gelte zusitz-
lichn > 1, im Fall (Q2) sei T < & $,U°. Dann erfiillt eine Losung U, P € S~1HO(V7) des
Finite-Elemente- Verfahrens 3.2.2 die Ungleichung

T T
[zc.wmy+ [ 1avoia+; [ ipole

g/IhGU(UO)HQT\ sup  (WEU(tz).2)2 +|97] sup Wi (U(ta),2) + R,
Q

(t,$)€QT (t,:L‘)EQT
(4.16)
Dabei ist R =0 im Fall (Q2) und R = (Cy|Q| +1)-25 A" im Fall (Q1).
Beweis :  Geht man wie im Beweis des Satzes 4.2.1 vor, so erhélt man auf der rechten
Seite zuséatzlich den Term
| mowt e, w .
Q
Es gilt:
Uk+1(:13) d’l“
G (UM (2)) = g, (UM (z :/ .
@) =@ @) = [ o
Im Fall (Q1) ist 0 < Z,Q(U**(z)) < C,. Fiir UM (2) > A > o gilt:
(U (@) = /Umm = — L (U (@) 4 gl < gl
Jo v = A L * n—1 “n-—1 ’

Fiir Uk (2) < A ist g, (UM (2)) <0, und damit gilt:
1
/IhQ(UkH)IhG;(UkH) < Cg— AT,
0 _
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Im Fall (Q2) sei 0.B.d.A. 6, > A. Nun gilt fiir alle Stiitzstellen r;, dass entweder Q(U**1(x;)) =
0 ist oder aber g, (U1 (x;)) > 0 und Q(U*+1(x;)) < 0 ist, woraus unmittelbar

[ mawtne,wt <o
Q
folgt. Dies ergibt, kombiniert mit dem Beweis von Satz 4.2.1, die Behauptung. O

Die Nichtnegativitéit der diskreten Losung 168t sich nun wie in [21] zeigen, falls [, Go(U(T))
gleichméBig beschrénkt ist. Dazu miissen die Terme auf der rechten Seite von (4.11) bzw.
(4.16) unabhéngig von h,T,0 beschrinkt sein. Dies gilt, falls W eine der stéirkeren Be-
dingungen (W0’), (W1’) oder (W2) erfiillt. Auerdem muss [, G5(U°) unabhéingig von o
beschrankt sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn ug > 0 und 0 < n < 2, oder aber
ug > ¢g > 0 und n > 2. Es gilt der folgende Satz:

Satz 4.2.3 (Nichitnegativitit der diskreten Losung)

In jeder der vier Situationen

i) Q@ =0 und das Potential W erfiillt die Bedingung (W0’),
it) @ =0 und das Potential W erfiillt die Bedingung (W1’),
ii1) Q erfillt (Q1), es gilt n > 1 und das Potential W erfillt die Bedingung (W2),

) Q erfillt (Q2), es gilt T < C%,fﬂ U und das Potential W erfiillt die Bedingung (W2),

gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0, welches von n,e,h und den Anfangswerten ug €
L?(Y) abhingig ist, so dass fiir alle0 < o < § die zu dem Entropie-Mobilitits-Paar My, G,
gehorige diskrete Lisung U, des Finite- Elemente- Verfahrens 3.2.2 die folgende Figenschaft
hat:
—e  falls ug > 0 und 0 < n < 2,
Uy > —¢  falls ug > 0 und n = 2, (4.17)

N falls ug > 0 und n > 2.

Beweis :  Wir definieren

c, ::/IhG(,(US)Jr]QT] sup [WE(Us(t2).2)2 + 100 sup Wi (Ut z),2) + R.
Q (t,iE)GQT (t,iE)GQT

In jeder der Situationen i) - iv) gilt: C. < 0.

Sei zunéchst 1 < n. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass A > o gilt. Nun definieren wir fiir s > 0
Stammfunktionen R;(s) und Ra(s) von m~!(s) durch:

Ry(s) = Ra(s), Ra(A) =0,
1

sn’

R|(s) = Ri(A) = 0.
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Damit ist Ro > 0 konvex und R; monoton steigend. Es gilt

Ro(s) falls s > o,
Gy(s) =
Ry(0) + (s — o)Ri(o) + 5(s — J)Qﬁ falls s < o.

Aufrund der Positivitit von Re(o) und 3(s — 0)?m(o) ! folgt, dass
Go(s) > (s — ) Ri(0)

fiir alle s > 0 gilt. Im Fall s > o folgt dies durch die Negativitidt von R (o). Also gilt fiir
eine beliebige Indexmenge I C {1,...,D}:

Z /Q @i(x)dx(Us (t,1i) — o) R (o)

el
SZ/ﬂ%(fﬂ)d:vGo(Uo(t,xi)) < /QIhGU(UU(t)) < C,.. (4.18)

el

Da sich die Masse der Basisfunktionen ¢; durch fQ i(z)dr > ch®, ¢ > 0, abschétzen lésst,
gilt insbesondere punktweise:

Uy () > —t

Z iR (o) Ry (o) + 0. (4.19)

Fiir 0 — 0 konvergiert Ry(c) wie logo (falls n = 1) bzw. wie —o'~" (falls n > 1) gegen
—o00. Deshalb konvergiert die rechte Seite von Ungleichung (4.19) fiir o — 0 gegen 0. Also
existiert zu jedem e ein d(e,n, Ce, h) mit der geforderten Eigenschaft.

Im Fall n > 2 148t sich dieses Resultat noch verbessern. Wir definieren die Menge

Kp(t) :== {ri € Np|Us (t,1:) < B}
Also folgt aus (4.18):
C. 1
meZ )/Qapi(x)dx(a—U(,(t,;i)) > Y ehllo— 50

FZEK% (t xieK% (t)

und es gilt fiir die Anzahl der Elemente von K¢ (¢):

2C. -1

(KD < =5 oRy(0)

Fiir o — 0 konvergiert 0 R;(c) wie —02~" gegen —oo. Deshalb gibt es ein geniigend kleines

9, so dass K¢ (1) fiir alle o < 4 eine leere Menge ist.

Im Fall 0 < n < 1 definieren wir fiir s € Ry Stammfunktionen R;(s) von m~1(s) durch:

Ry(s) = Ri(s), R2(0) =0,
1

Rll(s) = s—n, Rl(O) =0.

39
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Nun gilt

G (s) = Ry(s) falls s > 0,
7 1Ry(—s) falls s <0.

Da Ry(s) fiir s > 0 positiv und monoton wachsend ist, folgt daraus:
1 1
Ce > i(x)dr—Ro(~U,(t,1;)) > ch? — Ry (e),
> Z)/me)xa 2(Usltiz) = eh? S LRy(e)

LEK _(t LEK _<(t)

und damit ergibt sich:

C.o
K ()] < ———m—.
[K—(®)] < chiRy(g)

Fiir 0 — 0 konvergiert die rechte Seite gegen 0, und damit ist der Satz bewiesen.
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Kapitel 5

Konvergenz des Verfahrens

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass zu jeder zuléssigen und rechtwinkligen Triangulierung
T, und zu jeder Wahl von Zeitpunkten tg,...,tx eine diskrete Losung von Problem 3.2.2
existiert. Mit {U,,} ist also eine Familie von Losungen zu verschiedenen Gitterweiten und
Zeitschrittweiten gegeben. Dabei bezeichnet h die Gitterweite

= 1 E
h gleag_;{dlam( )}

der dazugehérigen Triangulierung und 7 die Zeitschrittweite

T= max T
k=1,...K

der dazugehorigen Wahl von Zeitschritten. Diese Schreibweise ist etwas vereinfachend, da
U, nicht allein von 7 und h abhingig ist, sondern von tg,...,tx und 7. Auflerdem ist
die Losung zunéchst einmal abhéngig von der Wahl des Parameters ¢. Durch Satz 4.2.3 ist
aber implizit eine Funktion o(h) mit o(h) =00 gegeben, welche o so klein wihlt, dass die
Nichtnegativitdt der diskreten Losung im Sinne von Satz 4.2.3 gegeben ist. Wir nehmen
daher in diesem Kapitel an, dass o durch dieses o(h) gegeben sei.

In diesem Kapitel wird nun gezeigt, dass wir aus der Familie der U, eine Folge auswihlen
konnen mit h,7 — 0, so dass diese Folge gegen eine schwache Lésung des kontinuierlichen
Problems konvergiert. Gleichzeitig wird so die Existenz einer schwachen kontinuierlichen
Losung gezeigt.

5.1 Konvergenz in Raumdimension d =1

Im Fall d = 1 werden wir zwei unterschiedliche Konvergenzresultate beweisen. Das erste der
beiden nun folgenden Konvergenztheoreme geht von einem Potential w der Form (w0) oder
(wl) und ¢ = 0 aus. In diesem Fall ldsst sich Konvergenz gegen eine nichtnegative Losung
zeigen, wenn die Anfangsdaten wug die in Satz 4.2.3 benétigten Bedingungen erfiillen. Da
das Potential w(u,x) fiir u = 0 singuldr sein kann, u aber nicht notwendigerweise positiv
ist, ist die Differentialgleichung lediglich fiir die Ndherung W erfiillt.
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Theorem 5.1.1 (Konvergenz gegen eine nichtnegative schwache Ldsung)

Sei @ C R ein offenes und beschrinktes Intervall und T € R. Es gelte ¢ = 0 und das
Grenzflichenpotential w erfiille eine der Bedingungen (w0) oder (wl). Die Funktion W sei
eine Niherung von w derart, daff (W0’) bzw. (W1°) erfillt ist. Fir die Anfangsdaten wug
gelte:

ug > 0 falls 0 <n < 2,

(5.1)
up > ¢ >0 fallsn > 2.

ug € HY(Q) N C°(Q) mit {
Dann gibt es eine Funktion u € C%%(QT) N L0, T; HY(Q)) N L%(0,T; H*(Y)) mit einer
schwachen Ableitung Oyu € L?(0,T; HY(Q)') und eine Funktion p € L*(Qr) mit O.p €
L*([u > §)) fiir alle § > 0, so dass

T
/0 (Betw ) 1 cay it ) + /[ | mepoe =0 (5.2)
u>

fiir alle ¢ € L2(0,T; H'(2)) gilt. Dabei ist
p= _axxu + W,u(uv ) (53)

w st nichtnegativ, es gilt imy_ou(t, ) = up(-), und w erfillt fir fast alle t € (0,T) die
Ungleichung

/Q Ouu(t))? + /Q Wut), ) + /Q Glu(t)) < C. (5.4)

Ferner gibt es eine Folge diskreter Liosungen Urp, Prp des Finite-Elemente-Schemas 3.2.2,
so dass fir T,h — 0 gilt:

U.n, — u gleichmipig in Qr, (
AU, — Opu schwach in L*(Qr), (
P;, — p schwach in LQ(QT), (
0z Py, — Opp schwach in L2([u > ¢]) fiir alle 6 > 0. (

Das zweite Konvergenztheorem betrachtet Potentiale der Art (w2) und verschiedene rechte
Seiten q. Hier ldsst sich unter Ausnutzung der Holderstetigkeit von u und dem speziellen
Wachstumsverhalten der w;(u) strikte Positivitdt der Losung u zeigen. Dadurch kénnen
einige Aussagen von Theorem 5.1.1 verbessert werden, insbesondere kann W in (5.3) durch
w ersetzt werden.

Theorem 5.1.2 (Konvergenz gegen eine positive schwache Lésung)

Sei ) C R ein offenes und beschrinktes Intervall und T € R. Das effektive Grenzfiichen-
potential w erfiille die Bedingung (w2). Fiir die Anfangsdaten ug € H*(Q) N CY(Q) gelte
ug > ¢o > 0. q erfiille eine der Bedingungen (q0), (q1) oder (¢2), Q dementsprechend eine
der Bedingungen (Q0), (Q1) oder (Q2). Im Fall (q1) gelte zusdtzlich n > 1, im Fall (¢2)
ser T < Ciqfﬂ Uo.

Dann gibt es eine Funktion u € C%%(QT) N L>®(0,T; HY(Q)) N L%(0,T; H*(Y)) mit einer
schwachen Ableitung Oyu € L?(0,T; HY(Q)') und eine Funktion p € L2(0,T; HY(2)), so
dass

T
/0 <3tu,¢>H1(Q)/xH1(Q)+/

Qr

m(u)a:vpam¢: 0 Q(U)Q/) (5'9)
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fiir alle v € L*(0,T; H*(Q)) gilt. Dabei ist
p=—0pu+ w,u(uy (510)

Es gibt eine Konstante v > 0, so dass u(t,x) > ~ fir alle (t,x) € Qp gilt. Es ist
limy o u(t, ) = uo(:) und u erfillt fir fast alle t € (0, ) die Ungleichung

2 . u . .
/Q Bpu()? + /Q wu(t), ) + /Q Glu(t) < C (5.11)

Ferner gibt es eine Folge diskreter Liosungen Urp, Prp des Finite-Elemente-Schemas 3.2.2,
so dass fir T,h — 0 gilt:

Urp, — u gleichmdfig in Qp, (5.12)
ApUyrp, — Oppu schwach in L*(Q), (5.13)
P., — p schwach in L*(0,T; H'(Q)). (5.14)

Bemerkung : Ist ¢ durch ¢(s) = u—sz mit positiven Konstanten C; und Csy gegeben, so
kann @ in (5.9) durch ¢ ersetzt werden.

In den folgenden zwei Abschnitten werden beide Theoreme gleichzeitig bewiesen. Im ersten
Teil wird die Zeitkompaktheit der diskreten Losungen und die daraus folgende gleichméflige
Konvergenz gegen eine holderstetige Funktion u bewiesen. Dabei wird nur die Energieab-
schitzung benutzt, nicht jedoch die Entropieabschitzung. Im Fall (W2) lésst sich aus diesen
Resultaten strikte Positivitéit der diskreten und der kontinuierlichen Lésung folgern.

Im zweiten Teil des Beweises werden die Energieabschétzung, die Entropieabschétzung und
die im ersten Teil bewiesenen Resultate zur Zeitkompaktheit benutzt, um in den Gleichun-
gen (3.26) und (3.27) den Grenziibergang 7, h — 0 durchzufiihren.

5.1.1 Zeitkompaktheit und Hé6lderstetigkeit der Losungen

Notwendige Voraussetzung zum Bewels der gleichméfligen Konvergenz von U, gegen ei-
ne holderstetige Funktion v € C 8’2(QT) ist die Giiltigkeit einer Energieabschétzung. Im
folgenden Lemma {iberzeugen wir uns davon, dass die Voraussetzungen der Theoreme ga-
rantieren, dass die diskreten Losungen U, existieren und eine Energieabschétzung mit
konstanter rechter Seite erfiillen:

Lemma 5.1.3 (Giiltigkeit der Energieabschitzung)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gilt: Zu jeder zuldssi-
gen Triangulierung Ty, von  und jeder Wahl von Zeitschrittweiten Ty, existiert eine Ldsung
Urn, Py, des Finite-Elemente- Verfahrens 3.2.2. Diese erfillt fir alle 0 < t < T die Unglei-
chung

T
/|a U (D)2 + /IhW( n(t), -)+/0 (Mo (Upp, ()00 Prn(t), 00 Prp(t))dt < Cy. (5.15)

Dabei ist die Konstante C4 unabhdngig von den Parametern 7,h,o. In der Situation von
Theorem 5.1.2 ist Cy insbesondere unabhdngig von der Wahl des Parameters c,,.
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Beweis :  Wenn wir die in den Theoremen formulierten Bedingungen an W, Q, T, U° und
mit den Voraussetzungen der Existenzsétze 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 und Korollar 3.3.4 vergleichen,
stellen wir fest, dass eine diskrete Losung des Finite-Elemente-Verfahrens existiert und diese
die Energieabschétzung 4.1.3 bzw. 4.1.4 erfiillt. Daraus folgt sofort Gleichung (5.15), denn
die auf der rechten Seite der Energieabschitzungen auftretenden Terme

/Q 10U (0) 2, /Q TuW (U (0), ). /Q LW (U0)

sind aufgrund der Bedingungen an ug und W unabhéngig von 7, h, ¢ beschrénkt. Unter den
Voraussetzungen von Theorem 5.1.2 ist diese Schranke sogar unabhéingig von der speziellen
Wahl der Ndherung W von w, da die Anfangsdaten ug > ¢g > 0 positiv sind. Gleichung
(5.15) gilt fiir alle £ < T', da die entsprechenden Abschitzungen fiir jeden Zeitpunkt t; < T
hergeleitet werden konnen. |

Ungleichung (5.15) zeigt, dass die Menge der {0,U,;} in L°°(0,T; L?(2)) gleichmiflig be-
schrinkt ist. Mit Hilfe von Korollar 4.1.2 folgt, dass {U,;} gleichmiBig beschriankt in
L>=(0,T; HY(Q)) ist. Da H'(Q) in Raumdimension d = 1 in L*({2) eingebettet ist, folgt
unmittelbar das folgende Lemma:

Lemma 5.1.4 (Finige Abschdtzungen)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gibt es Konstanten C1,
Umax und M, so dass fir alle diskreten Losungen Uy, Prp, des Finite-Elemente-Schemas
3.2.2 gilt:

|Uznll Lo 0,750 (02)) < Ch,s (5.16)
]UTh(t,a:)] < Umax V(t,a:) c QT, (5.17)

My (Uri)ll o () < Ui = M, (5.18)
HMU(UTh)aIPThHLQ(QT) < Mcg (519)

Dariiberhinaus ist H'(Q) fiir d = 1 in C%(Q) eingebettet. Daher ist die Familie der {U,p, }
gleichméBig beschrankt in L>°(0,7"; C 2 (€2)), woraus unmittelbar folgt:

Lemma 5.1.5 (Holderstetigkeit bzgl. der Ortsvariablen)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 ist die Menge der dis-
kreten Liésungen U,y des Finite-Elemente-Schemas 3.2.2 gleichmdf$ig holderstetig im Ort
zum Exponenten %, d.h. es gibt eine Konstante Cy, so dass fiir alle t € (0,T), alle z,y € Q
und jede Wahl von T, h gilt:

1
|U7'h(t’x) - U’rh(tay)’ < 02|$ - yli- (5.20)

Etwas schwieriger ist es, die gewiinschte Holderstetigkeit zum Exponenten % in der Zeit-
variablen zu zeigen. Da die U, stiickweise konstant in der Zeit definiert sind, kénnen sie
natiirlich weder stetig noch holderstetig sein. Stattdessen ldsst sich gleichméflige diskrete

Holderstetigkeit zeigen. Dieser Beweis erfolgt in den n#chsten beiden Sétzen.
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Satz 5.1.6 Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gibt es eine
Konstante Cs > 0, so dass fiir alle diskreten Ldisungen U, des Finite-Elemente-Schemas
8.2.2 fir alle i, e N mit 0 <1i < j < K gilt:

1U7s(85) = Unn ()17 < G0/t — . (5.21)

Beweis :  Wir wéhlen © = Uf;[l — U!, in Gleichung (3.26) und erhalten:

(U5 = US URE — Ul e (Mo (U0, PEL, 0,04 — 0,U7)

= T (QUE), URT — UL ), (5.22)

Der erste Term liasst sich umformen zu:

T

. 1 . 1 1 .
k41 gk prkdl k1 k1 ok k
(U5 = UR, UST - ih)h=5HUﬂT _U7Z-h||i21+§”Ur}—:_ —Uth%—gHUm—U;hH%-

Summation dieser Gleichung iiber £k =1,...,5 — 1 ergibt:
j—1
SOk - USUAE U
k=i

i1
1 . 4 12 1 .
= §||U7j-h — Ukl + 3 E UL = U7 > §HUih — Uil (5.23)
i

Der elliptische Term aus (5.22), summiert iiber k = i,...,7 — 1, ldsst sich abschétzen:

i—1
—Ty1(M, (U0, PEF 9, UR — 9,U%,)

i

<

i

<

&
/ /Q My (Ur) s Po(9aUsin — 0T (8))
t

y % %
/J </ MU(U’T'h)2|afL'PTh|2> (/ |a:vU7-h - amU’rh(ti)|2> dt
4 Q Q

1

Y 2 2\ (" 2 :
g( JRRIACES raxahr> ( ] raxum—axwh(tww -
y JQ t JQ

Der erste Term hiervon lésst sich mit Hilfe der Ungleichung (5.19) gegen /M Cy abschétzen,

der zweite Term mit Hilfe der Ungleichung (5.16) gegen ( . t:j 4012)%, so dass sich insgesamt
ergibt:

<

-1

.

71 (M, (UE0, PEF 9, UM — 9,UL,) < 2C1/MCy\/tj — . (5.24)

T

i

Die rechte Seite von (5.22), summiert iiber k =4,...,j — 1, ldsst sich mit Hilfe von (5.17)
und der aus der Bedingung (Q1) bzw. (Q2) folgenden L>°-Beschrinktheit von ) abschitzen
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durch

il A t
S e QU UK — Uk, < A Q) Usn — Usn(t:)n
k=1 i

t.
S Cq/J ’Ih(UTh - UTh({’l))’ S Cq2UmaxT%\/ t] - tl (525)
4

Insgesamt ergibt sich also aus (5.23), (5.24) und (5.25) die behauptete Ungleichung:

1 ; : 1
§HU7]—h — Uf—h”% < QCls/MCg\/fj -4+ CQQUmaXT2 \/tj —t.

Satz 5.1.7 (Diskrete gleichmdf$ige Hoélderstetigkeit)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gilt: Falls 7 und h die
Bedingung

Rt i 5.26
< Din 7, (5.26)

erfillen, so ist die Menge der diskreten Losungen U, des Finite-Elemente-Schemas 3.2.2
diskret gleichmafig hélderstetig zum Exzponent % in der Zeit. Dies bedeutet, dass es eine
Konstante Cy > 0 unabhdngig von T,h gibt, so dass fir alle i,j € N, 0 <i < j < K und
alle x € Q gilt:

U (t), ) — Unn(ti, )| < Calty — ;)5 (5.27)

Beweis :  Wir wihlen 0.B.d.A. ein ¢ > 0 so, dass [z,z+J) C Q gilt (ansonsten betrachten
wir (z — d,z]). Dann ist

A , 6 A
U@ -Vl = | U - thw

T+ ) )
T ][ Ul (y) — Ulp(y) dy

z+d ) )
+ ][ i) — Uly(2) dy
= |(a) + () + (0).

Die Holderstetigkeit in der Ortsvariablen liefert uns eine Abschétzung fiir den ersten und
letzten Summanden:

(@) + ()] < 20,62,

Fiir den zweiten Summanden gilt (hier nutzen wir Satz 5.1.6 und Ungleichung (3.11) aus):

1 1
z+6 1 2 . ; 9 3
ol < ([ %) ([ 1020 - vhwPa)
1 . . X 1
-5 7 7 % 2
= 675 ()12, = Ul 32 — 102, = Uinll} + 107, — UL,I1E)
1
< 5z (thQH(?xUjh — 0aUl 320 + C3\/4 — ti> 2
1
< 573 (4C,CPh% + Ca/t — )2 .
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Wir wihlen nun § = (t; — Q)% und nutzen Bedingung (5.26) aus. Dann erhalten wir:

N

N[
ool

0)] < (4 = 6)7F (40nCG — t)F + Calty — 4)1) " = (ACnCF + C)* (4 — )¢,

und die Behauptung des Satzes ist bewiesen. O

Aus den diskret gleichmiBig holderstetigen Funktionen U, € S~19(V") lassen sich auf
einfache Art und Weise gleichméBig holderstetige Funktionen bilden, indem man eine in ¢
stiickweise lineare Funktion U, definiert durch
~ t— t
Upp(t) := UF, + —E(UFF —UF) e t € (t, G- (5.28)
tep1 —

Fiir diese gilt der folgende Satz:

Satz 5.1.8 (Gleichmifige Holderstetigkeit der U,p,)

Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5. 1 2 und die Bedingung
(5.26). Dann sind die Funktionen U, gleichmifig beschrinkt in Cs3 (Qr).

Beweis :  Seien s € (t,411], t € (fk7fk+1] und s < t. Dann gilt, falls [ # k:

— t 19

O (t) = Oe()] < (U, — UL + it — gk 4 L= 8 gt
Tk+1 Ti4+1

7

1 _7 _7

S C4(fk — fl+1)§ + (t — fk)C4Tk+81 + (fl+1 — S)C4Tl+?
7
8

7
t— —s\®
RS e R R Cy
Tk+1 Ti4+1
1
S 304(7f — s)g‘
Im Fall | = k gilt:
7
- . i N
17n(8) = Urn(s)l = (Ukﬂ UR)| < Caft = 5)7 < S) < Cy(t — s)5.
Tht1 Tk+1

Damit ist Uy, gleichmiBig holderstetig in der Zeit zum Exponenten % mit einer Holder-
konstanten 3Cy. Die gleichméflige Holderstetigkeit der U., im Ort folgt sofort aus der
gleichméBigen Holderstetigkeit der U. fh im Ort. a

Dank diesem Resultat smd wir nun in der Lage, die gleichm&fige Konvergenz von U}, gegen
eine Funktion u € C'3'2 (Qr) zu zeigen und damit eine Aussage der Theoreme zu beweisen.

Lemma 5.1.9 (Gleichmdfige Konvergenz der Uyp)

Unter den Vomussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gilt: Es gibt eine Funk-
tion u € 08’2(QT) und eine Folge von diskreten Lésungen Uy des Finite-Elemente-
Schemas 3.2.2, so dass fir ,h — 0 gilt:

Urp, — u gleichmdfig in Qp, (5.29)
U, — u gleichmdfsig in Qr, (5.30)
Urp, — w in CP(Qr) fir alle a < 1,8 < 1. (5.31)
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Beweis : Sei also U, eine Folge von diskreten Losungen zu 3.2.2. Dann garantiert die
in Satz 5.1.8 gezeigte glelchmaﬁlge Beschrénktheit fiir eine Teilfolge 7, h — 0 die Existenz
eines schwachen Limes u € 08’2(QT) Man beachte, dass diese Teilfolge so gewihlt sein
muss, dass sie Bedingung (5.26) erfiillt. Der Satz von Arzela-Ascoli zeigt nun, dass, nach
Ubergang zu einer weiteren Teilfolge, U,y auch gleichmiBig in ganz Q7 gegen u konvergiert.
Nun kénnen wir den folgenden Konvergenztrick anwenden (siehe Zeidler [47], Prop 21.57):

Seien X C Y C Z Banachrdgume und (uy) eine in X beschrinkte und in Z konvergente
Folge. Falls es eine Konstante 0 < 0 < 1 gibt, so dass ||ully < C||ul/%?|ul% fir alle uw € X
gilt, so folgt auch u, — u in Y.

Dies wenden wir nun an auf X = C%’%(QT), Y =C*(Qr), 0 < i,8<%und Z=C%Qp)
und erhalten, dass Uy, — u in C*?(Qr) konvergiert. Um die Aussagen (5.29) und (5.30)
zu zeigen, benutzen wir, dass fiir ¢ € (tg, t11] gilt:

- t—1t 1
Unn(ts) — Oyn(ts )] = (1 - —’“) U U < Carp .

Tk+1
Damit folgt nun, dass

Uit 2) — u(t, )| < |Unn(t ) = Upn (b, )| + [Trn(t, 2) — ult,z)] =00

gleichméBig in ganz (7 gegen 0 konvergiert und dadurch auch

U (8 2) —ult,2)| = U (2) — u(t, @)
7,h—0

1
< U5y (@) — USF (@) + (UK (@) — ult,2)] < Carfy + [Unn(t,2) — u(t, )] 2= 0

gleichméBig fiir alle ¢, z konvergiert. O

Die bisher hergeleiteten Resultate gelten sowohl unter den Voraussetzungen von Theorem
5.1.1 als auch unter den Voraussetzungen von 5.1.2. Fiir letzteren Fall lésst sich strikte
Positivitédt der diskreten Losungen zeigen, womit auch im Fall (w2) die Giiltigkeit der
Abschétzung (5.33) sichergestellt ist.

Satz 5.1.10 (Strikt positive Lisungen)
In der Situation von Theorem 5.1.2 gibt es eine Konstante v > 0, so dass fir alle e, < 7,
alle T, h und alle dazugehorigen diskreten Ldsungen U, von Schema 3.2.2 gilt:

Urn(t,z) >~ VY(t,x) € Qp. (5.32)

Insbesondere gilt damit W(Urp(t, ), z) = w(Up(t, ),

x) fir alle (t,x) € Qp, und es gibt
eine Konstante C, so dass sup( z)co, WEUn(t,z),2) <C

Beweis :  Fiir z € Q; gilt, falls u < min{1, 2“;31 :

w(u, x) = a;o (1 — %ul”_l“) ul2 > %u_l”.
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Also gilt fiir beliebige z, falls u < min{z22, 722 1}:

2a127 2a21’
w(u,x) > min{ %2, 4221y~ min{liz,l22}

Wir nehmen nun an, dass U,p(z0,t0) < €4 sei. O.B.d.A. gelte 2¢,, < min{;a%, %,1}.
Dann gilt aufgrund der Holderstetigkeit von U, p,:

Urn(to,y) < 26w Yy € Bie,,/cy)2 (T0)-

Mit Hilfe der Energieabschétzung kénnen wir abschéitzen:
Cg > / IhW(UTh(to,m),x)da;
Q
= / (ZpW (Urp(to, x), x) + Cy) dx — / Cpdz.
Q Q

Da W nach unten beschrinkt ist, konnen wir eine Konstante C', so grof3 wihlen, dass der
erste Integrand positiv ist. Also gilt

Cg + Cw’Q‘ > ZhW(UTh(to, 1‘), x)da;
B(fw/c2)2(x0)

> IpW (284, x)dx
B(fw/c2)2(x0)

> | By e (o) min {232, 52 (22,,) it

> CE%Udfmin{llg 2o} ]

Somit gilt: eminthz22}=2 & Djeg ist aber ein Widerspruch, da e, frei gewéhlt werden
durfte. Also gibt es eine Konstante v > 0, so dass fiir alle £, <~y gilt: U4 (¢,2) > €. Damit
ist aber W(U,p, ) = w(Urp,+), und deshalb ist die Lésung unabhéngig von der Wahl von
Ew, woraus (5.32) folgt. O

Bemerkung : Der Beweis zeigt, dass die Grofle der Konstanten + abhéngig ist von der
Grofe der Konstanten Cy und damit auch von 6,. Ist ¢ durch (2.44) gegeben und positiv,
so ist dies unwichtig, da die durch (3.19) gegebene Funktion ) unabhéngig von 4, ist und
04 damit beliebig gewéhlt werden kann. Beschreibt ¢ Evaporation, so ist () so zu wihlen,
dass Q(u) = 0 fiir u < ¢4 gilt. Wir erkennen also, dass sich in diesem Fall Positivitdt nur
zeigen lésst, weil auf dem Intervall [0, §,] keine Evaporation mehr stattfindet.

5.1.2 Konvergenz gegen eine schwache Losung

Ziel dieses Abschnittes ist es, in den Gleichungen (3.26) und (3.27) mit 7, h — 0 zur Grenze
iiberzugehen, und so Konvergenz gegen eine schwache, kontinuierliche Lésung zu zeigen.
Dazu benétigen wir zusétzlich zur Energieabschétzung nun auch die Entropieabschétzung.
Das folgende Lemma zeigt, dass diese sowohl unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1
als auch unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.2 giiltig ist.
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Lemma 5.1.11 (Giiltigkeit der Entropieabschitzung)
Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1.1 oder Theorem 5.1.2 gilt: Die Lésung Uy, Prp
des Finite-Elemente- Verfahrens 3.2.2 erfiillt fir alle 0 < t < T die Ungleichung

T T
| 26U + [Nl + [ 1Pl < . (5.33)
0 0

mit einer von der Grdfle der Parameter 7,h,o unabhdngigen Konstante C.. Unter den
Voraussetzungen von Theorem 5.1.2 ist C. aufSerdem unabhdngig von der Wahl von &,,.

Beweis :  Die in den Theoremen vorausgesetzten Eigenschaften von W, Q,ug,T und 2
stellen sicher, dass die Entropieabschétzung 4.2.1 bzw. 4.2.2 gilt. Daraus folgt die Gleichung
(5.33), da erstens der Term

/QIhGo(UO)

aufgrund der Voraussetzungen an ug beschriankt ist, und zweitens die Terme

sup W;:(UTh(t,.’ﬁ),l‘), sup W;(U’rh(tal‘)wr)

) )

(t,z)€Qr (t,z)eQr

unter den in Theorem 5.1.1 verlangten Bedingungen (W0’) bzw. (W1’) beschrinkt sind. In
der Situation von Theorem 5.1.2 gilt die in 5.1.10 bewiesene strikte Positivitat der diskreten

Losung. Also sind die Suprema in diesem Fall sogar unabhéngig von der Wahl der Ndherung
w. O

Die Lemmata des vorherigen Abschnittes und eine Anwendung des Prinzips der schwachen
Kompaktheit beschriankter Mengen auf die Ungleichungen (5.15) und (5.33) zeigen uns, dass
wir aus der Menge der diskreten Losungen eine Teilfolge mit 7,h — 0 auswéhlen kénnen,
welche die folgenden Konvergenzresultate erfiillt:

U,y — u gleichméfig in Qr, (5.34)

U, — u gleichméflig in Qr, (5.35)
ﬁThHuinC“’ﬁfﬁra<%,ﬁ<%, (5.36)

U, — u schwach in L>(0,T; H'(Q)), (5.37)

P, — p schwach in L?(Qr), (5.38)

—ApU,p — f schwach in LZ(QT), ( )

My (Urp,)0y Prpy, — § schwach in LZ(QT). ( )

Dabei sind die Grenzwerte u € L*°(0, T Hl(Q))ﬂCé’%(QT) und j,p, f € L?(27). AuBerdem
konnen wir mit Hilfe des Satzes von Lebesgue folgern:

ZhQ(Urp) — Q(u) in LP(Qp) fiir 1 < p < o0, (5.41)
IW i (Urh, ) = Wi (u,-) in LP(Qr) fiir 1 < p < oo, (5.42)
LW, (U, ) — W (u,-) in LP(Qr) fiir 1 < p < oo, (5.43)
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Die gleichméflige Konvergenz von U;;, und U_, ndmlich fiihrt fast iiberall zu punktwei-
ser Konvergenz von Z,W 5 (Uz(t, x), z) und T, W, (U, (t,z), x) gegen W1 (u(t,x), ) bzw.
W, (u(t,z), ). Auerdem sind die Funktionen Z, W (Ur(t, z), x) und Z,W (U, (t, z), x)
unter den Voraussetzungen (W0’) oder (W1’) global beschrinkt, weshalb der Konvergenz-
satz von Lebesgue anwendbar ist. Im Fall (W2) sind die Funktionen aufgrund der Positivit it
der Losung beschriinkt. Ebenso konvergiert Z,Q (U, ) punktweise gegen Q(u) und @ ist glo-

bal beschréankt. Der Satz von Lebesgue zeigt dann (5.41).
Aus (5.38), (5.39), (5.42) und (5.43) folgt unmittelbar, dass

f=p— Wt(u, ) =W, (u,-). (5.44)

N

Diese Konvergenzresultate wollen wir nun ausnutzen, um in (3.26) und (3.27) zur Grenze
iiberzugehen.

Lemma 5.1.12 (Grenziibergang in (3.26))

Sei Urp, Prp eine Folge von diskreten Losungen des Finite- Elemente-Verfahrens 3.2.2, wel-
che die Konvergenzaussagen (5.34)-(5.43) erfillt. Dann gibt es eine schwache Ableitung
O € L*(0,T; HY(Q)"), so dass

T
/0 (Oru, &) () xHL () +/QT J0z¢ = o Qu)¢ (5.45)

fiir alle ¢ € L*(0,T; HY(Q)) gilt.

Beweis :  Wir wihlen eine Testfunktion 6 € C1([0,7]; C§°(R)) mit 6(7) = 0 und konstru-
ieren dazu eine diskrete Testfunktion ©,, € S™1(V*) durch

oF =T,0(t), k=0,..., K.

Mit Hilfe der Interpolationsabschéitzung [|0;Z,0 — 0.0||0p.0 < Ch|0.0]1p0 (siehe Ciarlet
[11]) erkennt man, dass

0207, — 0,0 in L*(Qr) (5.46)

konvergiert. Da die Ableitung von 9;0 beschriankt ist, ist auch der Differenzenquotient
0= O, beschriinkt, denn eine Anwendung des Mittelwertsatzes zeigt fiir ¢ € (tx, tp11], dass
0= O, (t,z) = Zp,00(n, z) fiir ein n € (4, ty41) gilt. Dies zeigt auch, dass 07 © ., punktweise
gegen 0:0 konvergiert, und damit konvergiert wegen der Beschranktheit auch

-0, — 040 in L*(Q). (5.47)

Wir wéhlen nun © = @ljh in (3.26) und summieren die Gleichung tiber £k =0, ..., K — 1:

K-1
k+1 k+1 k—l—l k+1 k+1
(UEH — Uk, eFf HZ%H L (UF9, PR 9,08 )
k=0
K-1
k+1 k+1
T+ 1 QU ), O ).
k=0
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Dies ist nach Umsortieren der ersten Summe &quivalent zu

K—

H

Th’ 9k+1 Gih)h + (Ufl(l U h> 651)11

T

k=0

K-1
+ Z TkJrl UkJrl)a Pf]jla @kJrl Z TkJrl UkJrl Gﬁzl)h
k=0
Da @fh = 0 ist, entfillt der zweite Term in dieser Gleichung und wir erhalten

T T T
- [ W Voot [ (MU0 0:600) = [ QU O
0 0 0
Wir betrachten nun den Grenziibergang 7,h — 0. Dann folgt aus (5.46) und (5.40):
T T
| Otaa.r 000~ [ G.0.0) (5.48)
0 0
Aus (3.11) folgern wir:
T
|1, = U8 0s 0 - W5, - U 07 0.0)
0
7,h—0

T
<cCh /0 10205, — 0aU% 2200 197 Ot 200y =00,

Mit Hilfe der Konvergenz von U, — u in L*(Qr) folgt daraus:

T T
/ (U;h — Ugh’ 6;@Th)h — / (u — Uug, ata) (5.49)
0 0
Ebenso folgt aus (3.11), (5.41) und der starken L2-Konvergenz von O, gegen 6, dass
T T
| @0~ [ (@0 (5.50)
Kombiniert man (5.48), (5.49) und (5.50), so erhélt man
—/ (u — up)0:0 +/ JjOz0 = Q(u)b. (5.51)
Qr Qr Qr

Dies gilt fiir alle Testfunktionen § € C'*([0,T]; C§°(R)) mit §(T) = 0. Gleichung (5.2) folgt
aus dieser Aussage wie folgt (ein analoger Beweis fiir den Fall @) = 0 findet sich in [18]): Da
die Menge

{1 € C1([0,T]; C§°(R)) : (T') = 0}
dicht in

A= {y e L*0,T; HY(Q)) nWhL(0,T; L*(Q)) N C(0,T; L*()) : (T) = 0}

liegt, gilt (5.51) auch fiir alle § € A. Nun definieren wir die beschrénkten, also auch stetigen,
linearen Funktionale K; : L?(0,T; H*(2)) — R durch

Ky(¢) = /Q 020 — Qu)d
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und K5 : A — R durch
Ky (¢) == / (u — u) 0.
Qr
Fiir ¢ € A gilt nun K;(¢) = Ka(¢). Da A dichte Teilmenge von L2(0,T; H!(Q)) ist, kann
K5(¢) zu einem Funktional Ko € L2(0,T; H'(Q)') erweitert werden. Wegen der Stetigkeit

von K7 und K> gilt:
Ky = Ky in L*(0,T; H'(Q)").

Wir nennen nun Ko = —du. Also gilt

T
/0 (Oru, &)y xHL(Q) +/QTj9m¢: o Q(u)g.

Lemma 5.1.13 (Grenziibergang in (3.27))

Sei Urp, Prp eine Folge von diskreten Losungen des Finite- Elemente-Verfahrens 3.2.2, wel-
che die Konvergenzaussagen (5.34)-(5.43) erfiillt. Dann gilt u € L*(0,T; H*(2)) und

p ==+ Wi(u,-) + Wi (u,-). (5.52)

Beweis :  Wir wihlen eine Testfunktion v € L?(0,T; H'(Q2)) und konstruieren eine dis-
krete Testfunktion W, € S~H9(V") durch

vk =Ru(), k=0,... K,
wobei Ry, die Ritzprojektion ist, welche durch
(02 Ry, Ouipn) = (020, Opipn)  Vepp € V"
definiert ist. Die Ritzprojektion erfiillt die Abschétzungen:

IR — vl]lo2 < ch®|v|s2,

IRrv —vll12 < ch® s

Also konvergiert

U, — ¢ in L2(0,T; HY(Q)). (5.53)

Nun wéhlen wir ¥ = \I!]jh in (3.27), multiplizieren mit 74;, und summieren iiber k =
0,..., K —1:

K- K—
k k k k
ST e (WEL PR, = 3T (0,05, 0,95
k=0 k=0
K-1 K—1
D IENCASCISR TO IR SEC AR ot
k=0 k=0

[y
—
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Dies ist dquivalent zu

T T
/ (0T, 05 W) = / Pon + ToWE (Ui, ) + TiW o (U ) Vo).
0 0

Nun konvergiert die linke Seite dieser Gleichung wegen (5.37) und (5.53), und die rechte
Seite der Gleichung konvergiert wegen (5.39) und (5.53). Wir erhalten damit die Gleichung

T T
/ (Oott, Buth) = / (f) Vo€ L2(0,T; H'(Q).
0 0

Also ist gem#B Definition der schwachen Ableitung f = —0,,u € L?(Q7) und damit ist
u € L%(0,T; H2(2)). Nach (5.44) ist dann also

—UzgU =P — WI(U’ ) - W;(uv ')7

)

und das Lemma ist damit bewiesen. O

Lemma 5.1.14 (Identifikation von j mit m(u)0zp)

Sei Urp, Prp eine Folge von diskreten Ldsungen des Finite- Elemente- Verfahrens 8.2.2, wel-
che die Konvergenzaussagen (5.34)-(5.43) erfillt. Dann konvergiert 0, Py fir alle § > 0
schwach gegen Oyp in L*([u > 6]). Auferdem gilt:

/ jOL0 = m(u)0yp0y (5.54)
Qr [u>0]

fiir alle ¢ € L*(0,T; H'(£2)).

Beweis :  Wir zeigen zunéchst einmal, dass M, (U,p(t, x)) gleichméfBig auf ganz Qp gegen
m(u(t,z)) konvergiert.

Seien dazu t € (tx, tg41] und = € [r7, 1;41]. Dann zeigt eine Anwendung des Mittelwertsatzes,
dass es einen Wert € € [USM (1;), US™ (1141)] gibt mit

My (Urn(t, 7)) = Mo (UR () = mo (£).
Also gilt
Im(u(t, ) — Mo (Urn(t, z))|
< [m(u(t, x)) — m(&)] + [m(£) — mqs(8)]

" falls n >'1 o b0
< / _ g > T,
N |s§1él§,ax () lu(t, @) — €] + { oe” fallsO0<n<1 } — 0

wobei € das in Satz 4.2.3 gewéahlte ¢ ist, welches fiir o, 7, h — 0 beliebig klein wird.

Um nun j mit m(u)d,p zu identifizieren, unterteilen wir Qp in [u > ¢] und [u < §]. Wegen
der gleichméfligen Konvergenz der U, kénnen wir folgern, dass es g, hg klein genug gibt,
so dass fiir alle 7 < 79, h < hg gilt: Uy, > g auf [u > d] und U,y < 20 auf [u < 4].
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Nun gilt auf [u < J]:

MO’(UTh)a!L'P’Tha!L'@Th
[u<d]

1
2
< VMo (Urn) || Lo (qu<a) </[ o Ma(UTh)|3mPTh|2> 1©+hll 20,711 (02)) (5.55)

< (20)% \/CyllOrnll 20,71 (2))-

Auf [u > 4] gilt die folgende Abschitzung:

5 n
/ (5) ‘axPTh‘Q < ]\4'0([]7-h)‘8acp7—h’2 < Cg;
[u>d] [u>4d]

woraus wir folgern, dass zumindest eine Teilfolge von 8, Py, schwach in L?([u > 6]) kon-
vergiert. Durch (5.38) konnen wir diesen schwachen Limes mit 0,p identifizieren, und wir
erkennen, dass sogar fiir die ganze Folge gilt:

Oz Py, — Op schwach in LQ([u > 0]).

Daraus wiederum folgt, dass

MO(UTh)axPThaa;@Th — m(u)@xpaxe (5.56)
[u>4] [u>4]

fiir alle 6 > 0 konvergiert. (5.55) und (5.56) zusammen ergeben fiir § — 0, dass

MO’(U’Th)a!L'P’Tha!L'@Th - m(u)ampa:va,
Qr [u>0]

woraus im Zusammenspiel mit (5.48) die Behauptung folgt. a

Lemma 5.1.15 (Grenziibergang in den Abschdtzungen)

Sei Urp, Prp eine Folge von diskreten Losungen des Finite- Elemente-Verfahrens 3.2.2, wel-
che die Konvergenzaussagen (5.84)-(5.43) erfillt. Dann erfillt die Losung w fir fast alle
t € (0,T) die Ungleichung

/|amu(t)|2+/ W(u(t),~)+/ Glu(t)) < C. + C,. (5.57)
Q Q Q

Beweis :  Ungleichung (5.15) zeigt, dass ||0:Ur(t)| 12(q) gleichméBig beschrénkt ist. Daher
gibt es fiir alle ¢ eine Funktion ¢; € L?(Q) und eine Teilfolge, so dass d,U,p(t) — q

konvergiert. Da aber U (¢, ) fiir alle ¢ gleichmifig gegen u(t, -) konvergiert, konnen wir ¢,
durch

/Q 0aUrn(t, ) = — /Q Uri(t, )00 — — /Q u(t, )0pd Vo€ C(Q)
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und

/ U (. )6 — / @b Ve CE(Q)
Q Q

mit dyu(t) identifizieren und daher gilt sogar fiir die ganze Folge:

OuUrp(t,-) — dpu(t,-) schwach in L2(Q). (5.58)
Aufgrund der Unterhalbstetigkeit der L?(2)-Norm und der Energieabschitzung folgt
/ |0pu(t, )| < lim inf/ |0, Urn ()% (5.59)
Q 7,h—0 Jq

Da das Potential W (U,x(t),-) nach unten beschrénkt ist und wegen der gleichméfigen
Konvergenz von U, (t) punktweise gegen W (u(t), ) konvergiert, gilt mit Hilfe der Energie-
abschétzung und dem Lemma von Fatou:

/W(u(t),-):/lir%ian(UTh( <hm1nf/W h(t), ) < Cy. (5.60)
Q 7,h—0 7,h—0

Da G,(Up(t)) positiv und durch die Entropieabschétzung beschriankt ist, ist G(u(t)) =
liminf, - 40 Go(Urn(t)) nach dem Lemma von Fatou integrabel und es gilt:

/G(u(t /hmlnfG (Urn( <hm1nf/ Gy (Urp(t)) < Ce. (5.61)
Q Q Th— 7,h—0
Kombination von (5.59), (5.60) und (5.61) ergibt die Behauptung. O

Durch diese Lemmata ist Theorem 5 1 1 nun vollstdndig bewiesen: Lemma 5.1.9 zeigt die
Existenz einer Grenzfunktion u € C'5'3 (Q7) und die gleichméBige Konvergenz (5.5). Lemma
5.1.12 zeigt die Existenz der schwachen Zeitableitung 0;u und zusammen mit der Identifika-
tion j = m(u)dyp aus Lemma 5.1.14 die schwache Differentialgleichung (5.2). Lemma 5.1.13
zeigt die L?(0,T; H%(9))-Regularitiit von v und die Gleichung (5.3), woraus zusammen mit
(5.39) und (5.44) die Konvergenz der zweiten Ableitung (5.6) folgt. (5.7) ist durch (5.38)
bewiesen und (5.8) wird in Lemma 5.1.14 bewiesen. Die stetige Annahme der Anfangsdaten
ist eine direkte Folgerung aus Holderstetigkeit und gleichméfiger Konvergenz von u. Die
Nichtnegativitiat von u folgt aus Satz 4.2.3 und der gleichméfligen Konvergenz der diskreten
Losungen. Schliefilich zeigt Lemma 5.1.15 noch die Giiltigkeit der Ungleichung (5.4).

Theorem 5.1.2 folgt aus Theorem 5.1.1 und der strikten Positivitdt der U,,. Da wegen
der gleichméBigen Konvergenz damit auch u strikt positiv ist, gilt Q7 = [u > 7]. Daher
vereinfachen sich die Konvergenzaussagen (5.7) und (5.8) zu (5.14). AuBerdem kann W
durch w ersetzt werden, da beide Funktionen auf [u > ~] identisch sind, falls €,, < ~
gewahlt wird.

5.2 Konvergenz in Raumdimension d = 2

In Raumdimension d = 2 kann selbst fiir den Fall eines Potentials vom Typ (w2) keine
Positivitit der Losung mehr gezeigt werden. Daher #hneln die Resultate des folgenden
Theorems denen von Theorem 5.1.1, es gibt aber einen gravierenden Unterschied: u ist
nicht mehr holderstetig in Bezug auf die Zeitvariable, die Konvergenz in C*%(Qrp) wird
durch Konvergenz in L2(0,T;C?(Q)) ersetzt:

56



5.2. KONVERGENZ IN RAUMDIMENSION D =2

Theorem 5.2.1 (Konvergenz gegen eine schwache Lésung)
Das Gebiet Q C R? sei konvex und lasse sich durch eine rechtwinklige Triangulierung
unterteilen, es sei T € R und die Anfangswerte ug erfillen die Bedingungen
ug > 0 falls 0 <n < 2,

(5.62)
ug >co >0 fallsn > 2.

uo € HY(Q) N CO(SQ) mit {

Die rechte Seite Q) erfiille eine der drei Bedingungen (Q0), (Q1) oder (Q2). Im Fall (Q0)
gelte eine der Bedingungen (W0’), (W1°) oder (W2). Im Fall (Q1) gelte (W2) undn > 1, im
Fall (Q2) gelte (W2) und T < Ciqfﬂ UY. Wir nehmen auflerdem an, dass die Zeitschrittweite
T, = T konstant sei.

Seien 2 < r < 0o und 3 < 1. Dann gibt es eine nichtnegative Funktionu € L>(0,T; H'(2))N
L0, T; WL (Q)) N L2(0,T; CP(Q)) N C(0,T; L*(Q)) mit den schwachen Ableitungen Oyu €
L2(0,T; WhT(Q)') und Au € L?(Qr) und eine Funktion p € L%(Qr) mit Vp(t) € L ([u(t) >
d]) fir fast alle t € (0,T) und alle § > 0, welche die Gleichung

T
|| @+ [ mwvive= [ Que 66
fiir alle 1 € L*(0, T; WY (Q)) erfiillen. Ferner gilt
p=—Au+ W, (u,-), (5.64)
lim u(t, ) = uo(*) in L*(Q), (5.65)

und die Lésung w erfillt fir fast alle t € (0,T) die Ungleichung

/Q |Vu(t)]? + /Q W (u(t),-) + /Q G(u(t)) < C. (5.66)

Auflerdem gibt es eine Folge diskreter Losungen Urp, Prp, des Finite-Elemente-Schemas
8.2.2, so dass fir T,h — 0 gilt:

Uy — u stark in L*(0,T;CP(Q)), (5.67)

ARU., — Au schwach in LQ(QT), (5.68)

Py, — p schwach in L*(Q7), (5.69)

VP,p,(t) = Vp(t) schwach in L*([u(t) > 6]) fir fast alle t € (0,T) und alle § > 0. (5.70)

Bevor wir den Beweis des Theorems 5.2.1 beginnen, stellen wir fest, dass die Vorausset-
zungen des Theorems die Existenz von diskreten Losungen und die Giiltigkeit von Energie-
und Entropieabschétzung sicherstellen:

Lemma 5.2.2 (Giiltigkeit von Energie- und Entropieabschitzung)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.2.1 gilt: Zu jeder zuldssigen und rechtwinkligen
Triangulierung € und jeder Wahl einer Zeitschrittweite T existiert eine Ldisung Urp, Prp
des Finite-Elemente-Verfahrens 3.2.2. Diese erfillt fir alle 0 <t < T die Ungleichungen

T
/’VUTh(f)IQ—F/IhW(UTh(E),')-l-/ (MJ(UTh(t))VPTh(t),VPTh(t))dtSCg, (5.71)
Q Q 0

T T
| 2Ge @)+ [ 18U @lRde+ [ IPa@lia<c. G
0 0
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mit Konstanten Cy und C. unabhdngig von der Wahl von 7, h,o. AufSerdem ist die diskrete
Losung nichtnegativ im Sinne von Satz 4.2.3.

Beweis :  Ein Abgleich der Voraussetzungen an Q, W, ug und T in Theorem 5.2.1 mit
den Voraussetzungen der Existenzsétze 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 und Korollar 3.3.4 zeigt, dass in
allen Fillen eine diskrete Losung existiert. Diese erfiillt die in Kapitel 4 bewiesenen Energie-
und Entropieabschétzungen. Da die Bedingung (5.62) an die Anfangsdaten ug sicherstellt,
dass die Terme

[IVUaOP. [ 2 W0, [ TiGaa0)
Q Q Q
beschrénkt sind, und zudem (WO0’) bzw. (W1’) bzw. (W2) garantieren, dass

sup W;:(UTh(t,.’ﬁ),l‘), sup W;(U’rh(tal‘)wr)

(t,{L’)EQT ' (t,l’)EQT ’
gleichméBig beschriinkt sind, gelten die Ungleichungen (5.71) und (5.72). Auflerdem gilt
Satz 4.2.3 unter den Voraussetzungen des Theorems. O

Der Beweis des Theorems gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil des Beweises werden
Energie- und Entropieabschétzung genutzt, um ein Resultat zur Zeitkompaktheit zu zeigen.
Im zweiten Teil kann mit Hilfe dieses Resultates in den Gleichungen (3.26) und (3.27) mit
7,h — 0 zur Grenze {ibergegangen werden.

5.2.1 Nikol’skii-Abschitzung und Zeitkompaktheit

In zwei Raumdimensionen kénnen wir nicht mehr darauf hoffen, gleichméflige Konvergenz
von U,p, gegen u zeigen zu konnen. Zwar zeigt uns die Energie-Abschétzung in Kombination
mit Korollar 4.1.2 gleichmiiBige Beschriinktheit der diskreten Losungen in L°°(0, T; H(€2)),
eine Einbettung von H!() nach C 2 () existiert aber nicht mehr. Ersetzt wird die gleich-
miBige Konvergenz durch starke Konvergenz in L2(0,7;C?(Q)). Um diese zu beweisen,
zeigen wir zunéchst einmal mit Hilfe der Entropieabschitzung, dass die Menge der U,p
gleichmiBig beschrinkt in L2(0,T; C#(2)) ist. Dies geschieht in folgendem Lemma:

Lemma 5.2.3 (Beschrinktheit in L?(0,T;C8()))

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.2.1 ist die Menge der diskreten Losungen U.p
von Schema 3.2.2 fiir 1 < p < oo und 0 < 8 < 1 gleichmiifig beschrinkt in L*(0,T; W1P(Q))
und L*(0,T;CP(Q)).

Beweis :  Um gleichméBige Beschrinktheit in L2(0,T; W'P(Q)) zu zeigen, geniigt es zu
zeigen, dass es eine Konstante C), gibt, so dass fiir alle Uy, gilt:

T
/0 HVUThH(%,p,Q < Cp7 (573)
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denn die Energieabschiitzung und die Einbettung H!(2) — LP(Q) zeigen bereits die Be-
schriinktheit von ||[Uzrp || £2(0, 110 (q))- Daraus folgt dann mit Hilfe der Einbettung Whr(Q) —
CP(Q), welche fiir 8 < 1 — % giiltig ist, auch die Beschrinktheit in L2(0,T;C?(Q)).

Um (5.73) zu zeigen, nutzen wir das folgende auf konvexen Gebieten Q) giiltige Regularitéits-
resultat fiir diskrete Funktionen (siche Griin [19], Theorem 6.1):

Falls F, U € VI, fQU = 0 und (VU,VV¥) = (F,U), fir ale V € V" gilt, so ist
IVU|| o) < ClF |22 fiir alle p < oo.

Nun definieren wir «(t) = f, Urp(t)dz, Z:4(t) = Urp(t) — () und sehen, dass [, Zp(t) =0
und damit auch

(VZ (), V) = (VU (), V) = (Prp(t) = W 5 (Urn(t),-) = ToW o, (U7, (t), ), W)

Also gilt
IVZrn ()|l e ) < CllER ()20

mit Frp(t) = Pop(t) — IhW,—qt(Urh(t)a ) = IhW;(U;h(t), -) und damit

r 2 r 2 r 2
| VUl <€ [ 1Pl < [ 1P

Wegen der Entropieabschiitzung (5.72) lisst sich die rechte Seite nun durch C, abschétzen,
und daraus folgt die Aussage des Satzes. a

Da H'(Q) fiir Raumdimension d = 2 nur noch in LP(Q) mit p < oo und nicht mehr in L>°(£2)
einbettet ist, existiert a priori keine obere Schranke mehr fiir die U,;,. Daher lassen sich die
Aussagen von Lemma 5.1.4 nicht iibertragen und damit existiert auch keine Abschétzung
mehr fiir [|[My(Urn)V Pral 12(0,)- Statt dessen gilt das etwas schwiéichere Resultat:

Lemma 5.2.4 Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.2.1 gibt es fiir p < 2 eine von
7, h unabhdingige Konstante C, so dass fiir alle diskreten Ldsungen Urp, Py des Finite-
Elemente-Verfahrens 3.2.2 gilt:

Mo (Urn)V Prall 207,00 (0)) < C- (5.74)

Beweis :  Wir bezeichnen mit |.| die euklidische Norm im R? bzw. die dazugehorige Ma-
trixnorm im R?*2. Da M, (U,) auf jedem Dreieck E € T}, eine positiv definite 2 x 2 Matrix

ist, gibt es eine Zerlegung M, (U,p) = MU(UTh)% -M(,(UTh)%. Nun gilt

1Mo (Urn)V Prall72 (071002

/OT </Q ‘MU(UTh)VPTh’p>%
v <’M“<U7h>%HMowmﬁvahr)p)%

P 2—p
2

/oT <</Q|M0(Um)§VPTh|2> </Q|M0(Um)§|22—'}>2>2‘
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Um den zweiten Term abzuschétzen, benutzen wir, dass |M, (U, ) | = Vp(My(Usp)) ist,
wobei p den Spektralradius bezeichnet. Da M, (Urh) auf jedem Dreieck gegeben ist durch
A-TMAT, geniigt es also, die Eigenwerte von M abzuschétzen. Diese sind gegeben durch

- —1
U;
ds =12
o, Mo(s)

Der Mittelwertsatz zeigt, dass es & € [Up, U;] gibt, so dass

Us ds - )
mg(&) = ( o m) ,i=1,2.

Also gilt fiir den maximalen Eigenwert von M, (U,}) auf einem beliebigen Dreieck E € 7Tj,
mit den Eckpunkten xq, z1, zs:

o(M;(Urp)) < max {|Urp(x0)|, [Urn(21)|, [Urn(22)], 0 }"

und deshalb gilt fiir jede Zahl oo > 1
| M, (Upp)2|* < max |Us|F + 0%
i=0,1,2

Da U,p linear auf FE ist, ldsst sich das Maximum gegen den Mittelwert auf F abschétzen;
es gilt also

M, (U 3] < c][ U5 + 0%
E

Dabei ist die Konstante ' nur abhéngig von der Zahl 5*. Aufsummiert {iber alle Dreiecke

FE ergibt sich
| Mo b
Q

IN

> 181(cf, 0l #5 +0%5)

EETh

_pn_ _pn_
Q

IN

Damit gilt also insgesamt:

HM ( Th)VPTh||L2(OTLP(Q)

2-p
<C/ ( TthTh7vPTh </’Uh’2p+1>p>

2—p

T
<C sup ( | 1l p+1> " [ M TP TP,
t€[0,T] 0

Das Supremum existiert, da Urp, in L>°(0, T’; L>5 (Q)) gleichméBig beschrankt ist. Mit (5.71)
folgt nun die Behauptung. O

Da Satz 5.1.6 die Beschrinktheit von My (U,,)V P, in L?(27) benétigte, um diskrete
gleichméfige Holderstetigkeit zu zeigen, ist dieses Resultat fiir d = 2 nicht mehr zu erzielen.
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Kompaktheit in der Zeit wird nun mit Hilfe einer diskreten Nikol’skii-Abschétzung gezeigt.
Der Nikol’skii-Raum (siehe [33]) N (0,T; X) zu einem Banachraum X ist fir 0 < r < 1
definiert als die Menge aller Funktionen aus u € L2(0,T; X), fiir die fiir alle 0 < s < T gilt:

( /OTS

Der folgende Satz zeigt ein diskretes Analogon zu dieser Abschétzung.

u(t +s) — u(t)

ST’

2 )2 <C. (5.75)

X

Satz 5.2.5 (Nikol’skii-Abschitzung)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.2.1 gibt es eine Konstante C,,, so dass fiir alle
diskreten Losungen Uy, des Finite-Elemente-Verfahrens 3.2.2 fiir 0 < s < T gilt:

T—s
/ U (E+5,-) — Unn(t, )2t < Crs. (5.76)
0

Beweis :  Seien zunéchst s = I7, 1 € N, | < K. Wir testen (3.26) mit © = Uﬁ;:l - Uih,
jH+i—1

summieren iiber hei und erhalten:
-1 JH—1
k +1 k k +1 j
> 05 - U U U X O O TR S - )
k=j
-1
" ,
= Y QWU = Ul
k=j
Dies ist dquivalent zu:
j+1 j+1 +k j+k j+1 j
Lt —ul, Ut vl h+72 Ulrtyv et vt - vu,)

l
=" H(QULH), UL — UL
k=1

Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit 7 und summieren iiber j = 1,..., K —[. Dann
ergibt sich fiir den ersten Term:

K—1 ) ] ) ) T—It
S W U UE <UL = [ U+ 1) = V(O
j=1
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Den zweiten Term kénnen wir betragsméfig mit Hilfe der Holder-Ungleichung fiir %—i— z% =1,

p < 2, abschétzen:

K-l 1
- - - ,

Y S L E R UL - )

j=1 k=1
[ ' -

<ty 7 </ | M, (U2 )w PTFF) > </ Aok VU]h|p>
k=1 gj=1
l K-1 . ' % 5 K-l ' % %

<rT TZ (/ |M0(U£ZR)VPTJ:’€|P> TZ (/ |VU£+1 VUJh|p>
k=1 j=1 W j=1 WO

ST HMJ(UTh)VPrhHLQ(O,T;LP(Q))QHVUTFL HL2(0,T;LP’(Q))

Da [|Q||p=®r) = Cq gilt und die Masse von Uy, nach Satz 4.1.1 beschréinkt ist, ldsst sich
die rechte Seite abschéitzen durch:

K-l 1
Y N QWL UL — U2
7j=1 k=1
K—1 l ‘ ' K-l
<37y Cq/ (Ih(Ug,jl = Ujh)‘ <3 7lC,C < CTCyr.
j=1 k=1 {2 j=1

Insgesamt gilt also:
T—Ir
/ (U (t + 17) — Usn(8) |2t < Crl.
0

Damit ist die Behauptung fiir s = I7 bewiesen. Sei nun s € (I7,(l + 1)7). Dann gibt es
einr € (I,l+1) und ein o € (0,1), so dass s = r7 und r = | + « gilt. Dann ist, da U
stiickweise konstant in der Zeit ist,
Urp(t +11) = Uz;{lﬂ falls t € (j7,j7 + (1 — a)7],
Urn(t +r7) = 42 : ,
Un(t+(+1)7)=UZ, falls t € (j7+ (1 — )7, (j + 1)7].

Nun gilt

T—rt
| 1+ ) - vl
0
K

! K-1-2
j+1— i
= Y Q- U R Y arU - U2
Jj=0 =
< (1 — Oz)lTC + a(l + I)TC’ = (l + Oé)TC = sC,

und damit ist die Behauptung auch fiir den Fall s # [T bewiesen. O
Die Nikol’skii-Abschitzung und die gleichméfBige Beschrianktheit kénnen nun genutzt wer-

den, um Kompaktheit von {U,;} in L%(0,T;C?(Q)) zu zeigen. Dazu benétigen wir das
folgende Resultat von Simon [42]:
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Satz 5.2.6 Seien X C B C Y Banachrdume mit kompakter Einbettung X — B und
1 <p<oo. Falls

i) F beschrinkte Teilmenge von LP(0,T;X) ist,
i) ||f(t+7,2) = f(t, 2)| poo,r—rv) — O fiir T — 0 gleichmdpig fiir alle f € F' konvergiert,

so ist F' relativ kompakt in LP(0,T; B) fir 1 < p < oo und relativ kompakt in C(0,T; B)
fiir p = 0.

Lemma 5.2.7 (Kompaktheit in L?(0,T;C5()))

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.2.1 gilt: Es gibt eine Funktionu € L?(0,T;CP()),
B < 1 und eine Folge von diskreten Ldsungen U, von Schema 3.2.2, so dass fir T,h — 0
qilt:

Urp — u stark in L2(0,T;CP(Q)), (5.77)
U, — u stark in L*(0,T; ch(Q)). (5.78)

Beweis :  Zum Beweis der Aussage (5.77) wenden wir Satz 5.2.6 fiir den Fall p = 2 auf das
Tripel C%(Q) — C#(Q) — L?(Q) mit 0 < 3 < a < 1 an. Dies ist moglich, da Bedingung i)
durch Satz 5.2.3 und Bedingung ii) durch die Nikol’skii-Abschéitzung 5.2.5 gegeben sind.

(5.78) folgt nun mit Hilfe des Satzes von Fréchet-Kolmogorov (siehe z.B. [1]): Die Konver-
genz (5.77) zeigt némlich, dass {U,, }, prakompakt in L2(0,T; C#(2)) ist. Dann muss nach
Fréchet-Kolmogorov auch gelten, dass

|s|—0

sup [Urn(t + s) = Urn()l L2 0.1:08(0)) — 0-

Dies aber zeigt fiir s = —7 unmittelbar (5.78). O

5.2.2 Konvergenz gegen eine schwache Losung

Wir nutzen nun die drei Bausteine Energieabschétzung, Entropieabschétzung und starke
L?(0,T;C%(Q))-Konvergenz aus, um in der Differentialgleichung zur Grenze iiberzugehen.
Dabei nutzen wir aus, dass wir aufgrund der Lemmata 5.2.2 und 5.2.7 und der schwachen
Kompaktheit beschrinkter Mengen aus der Menge der diskreten Losungen eine Teilfolge
auswihlen konnen, welche fir 7,Ah — 0 zu 8 < 1, r > 2 und % + % = 1 die folgenden
Konvergenzresultate erfiillt:

Urp — u stark in L2(0,T; CP(Q)), (5.79)

U, — u stark in L2(0,T;C°(Q)), (5.80)

U, — u schwach in L>(0,T; H'(Q)), (5.81)

U, — u schwach in L*(0,T; W' (Q)), (5.82)

— AU, — f schwach in L?(Qr), (5.83)

M, (U, )V Py, — j schwach in L2(0,T; L™ (), (5.84)
Py, — p schwach in L*(Qr). (5.85)
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Darin sind die Limites v € L°°(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; W' (Q)) N L*(0,T;C5(Q)), f €
L*(Qr), p € L*(Qr) und j € L*(0,T; L™ (2)).

Fiir die Mobilitat M, gilt das folgende Konvergenzresultat (siehe Griin [19], Lemma 8.5):

Lemma 5.2.8 (Konvergenz von M,)

Sei Ty, eine zuldssige und rechtwinklige Triangulierung und sei U,y eine stark konvergente
Folge diskreter Losungen, welche gegen u € L*(0,T;CP3(Q)) konvergieren. Auferdem sei
Urn gleichmdipig beschrdnkt in L>(0,T; H*(Q)). Dann konvergiert fiir alle p < oco:

My(Urp) — m(u)ld stark in LP(Qr). (5.86)
Da Urp(t,z) und U_, (t,z) aufgrund der starken Konvergenz (5.79) bzw. (5.80) punktweise

fast iiberall gegen wu(t,z) konvergieren und IhW,—zt und Z, W, unter den Voraussetzungen
des Theorems beschriankt sind, gilt mit Hilfe des Satzes von Lebesgue:

IW i (Urn(t, @), 2) — Wi (u(t,z), ) stark in L*(Qy), (5.87)

)

IiW o, (Urn(t — 7,3),2) — W, (u(t, z), z) stark in L*(Qr). (5.88)
Ebenso folgt fiir die rechte Seite:
T,Q(Up) — Q(u) stark in L*(Qr). (5.89)

Die nun folgenden Lemmata zeigen, dass eine Teilfolge, welche die Konvergenzresultate
(5.79)-(5.89) erfiillt, gegen eine schwache Losung des kontinuierlichen Problems konvergiert.

Lemma 5.2.9 (Grenziibergang in (3.26))

Sei mit Uy, Prp, eine Folge diskreter Lisungen des Finite- Elemente- Verfahrens 3.2.2 gege-
ben, welche die Konvergenzaussagen (5.79)-(5.89) erfiillt. Dann ist u € C(0,T; L*(Q)) und
die Funktionen u und j erfiillen die Gleichung

- / (u— )t + / Vo= Quw (5.90)
Qr Qr Qr

fiir alle v € CL([0, T); WL (Q)) mit ¢(T) = 0. Auperdem gibt es eine schwache Ableitung
Ou € L*(0,T; WH(Q)'), so dass

T
/o (Oru, Y)wr @y xwir (@) + /QT IV = o, Qu)y (5.91)

fiir alle p € L0, T; W (Q)) gilt.

Beweis :  Wie im eindimensionalen Fall (Lemma 5.1.12) wé&hlen wir eine Testfunktion
0 € CY([0,T);Cs°(R?)) mit §(T) = 0 und konstruieren dazu eine diskrete Testfunktion
O, € STLO(Vh) durch

ek =T,0(4), k=0,..., K.
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Fiir ©,, gelten die Konvergenzresultate:

VO,, — V6@in L"(Qr), (5.92)
00, — 00 in L*(Qr). (5.93)

Wir wihlen nun wiederum Testfunktionen © = ©F, in (3.26), summieren die Gleichung
iitber Kk =0,..., K — 1 und erhalten analog zum eindimensionalen Fall:

T T T
—/ (U, — U, 07 0:) +/ (M (Urp)V Prpy, VO,) = / (QUrn), O7h)h-
0 0 0

Wir betrachten nun den Grenziibergang h, ™ — 0. Es folgt aus (5.92) und (5.84), dass

T T
/ (M, (Ur)V Py VO ) — / (j, V).
0 0

Die Konvergenz des parabolischen Terms folgt wie im eindimensionalen Fall. Die rechte
Seite konvergiert aufgrund der Beschranktheit von ) und der punktweisen Konvergenz von
U.p nach dem Satz von Lebesgue gegen u, so dass insgesamt gilt:

—/ (u— u0)8t9—|—/ jVo = Q(u)b.
Qr Qr Qr

Dies gilt fiir alle Testfunktionen 6 € C([0,7]; C§°(R?)) mit §(T) = 0. In Analogie zum
Beweis im eindimensionalen Fall ldsst sich auBerdem ein dyu € L?(0,T; W (Q)’) finden, so
dass

T
/ (O, Pywrr @y xwir@) + /
0 Q

fiir alle Testfunktionen ¢ € L?(0,T; Wb (Q)) gilt. Nun folgt u € C(0,T; L?(12)), indem man
den folgenden Satz (Zeidler [47], Seite 422) auf das Evolutionstripel! W7(Q) C L%(Q) C
WL () und p = 2 anwendet:

Seien V. C H C V' ein Evolutionstripel, 1 < p < oo und % + 1% = 1. Dann ist die Menge

IV = Qu)y
Qr

T

{u:ue LP0,T;V),du e L (0,T;V')}

stetig eingebettet in C(0,T; H). |

Lemma 5.2.10 (Grenzibergang in (3.27))

Sei mit Uy, Py, eine Folge diskreter Losungen des Finite- Elemente- Verfahrens 3.2.2 gege-
ben, welche die Konvergenzaussagen (5.79)-(5.89) erfillt. Dann ist Au € L?(Q7) und es
gilt

p=—Au+Wi(u,-)+W(u,). (5.94)

'Ein Evolutionstripel V, H, V' ist gegeben, falls V ein reeller, separabler und reflexiver Banachraum und
H ein reeller separabler Hilbertraum ist, ferner V' dicht in H liegt und die Einbettung V — H stetig ist.
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Beweis :  Fiir den Grenziibergang 7,h — 0 in Gleichung (3.27) wéhlen wir wie im Beweis
von Lemma 5.1.13 eine Testfunktion ¢ € L2(0,T; H'(Q2)) und konstruieren eine diskrete
Testfunktion ¥, € S~H0(V") durch

Ur = Rp(t), k=0,..., K.

Wir erinnern uns, dass die diskrete Funktion W, in L?(0,T; H(2)) gegen v konvergiert.
Nun setzen wir ¥ = \Illﬁh in (3.27), multiplizieren mit 71, summieren iiber k =0,..., K —1
und erhalten:

T T
| U0 = [ o= T )~ T U, B
0 0

In dieser Gleichung kénnen wir nun zur Grenze tibergehen, indem wir (5.81), (5.83) und die
Konvergenz von (-,-); gegen das L?-Skalarprodukt ausnutzen. Wir erhalten so

/ (Y vy) = / "),

Damit ist nach Definition der schwachen Ableitung f = —Au € L%(Qr). Mit Hilfe der
Konvergenzresultate (5.85), (5.87) und (5.88) folgt

~Au=p-Whu,) - W,

N

(u,-) in LZ(QT),

womit das Lemma bewiesen ist. O

Lemma 5.2.11 (Identifikation von j mit m(u)Vp)

Sei mit Uy, Py, eine Folge diskreter Losungen des Finite-Elemente- Verfahrens 3.2.2 ge-
geben, welche die Konvergenzaussagen (5.79)-(5.89) erfiillt. Dann gibt es eine Menge S C
(0,T) mit Lebesgue-Map p((0,T)\ S) = 0, so dass Vp(t,-) € L*([u(t) > d]) fir allet € S
und § > 0 ist. Es gilt

VP(t,-) — Vp(t,-) schwach in L*([u(t) > 8]) fir allet € S, > 0, (5.95)

und

{m(u(t,-wp(t,-) auf [u(t) > 0], o (5.96)

0 auf [u(t) = 0]

Beweis :  Wir zeigen zunéchst einmal, dass eine Menge S C (0,7") mit p((0,7)\S) =0
und eine Teilfolge 7, h — 0 existiert, so dass

M, (Upp(t)) — m(u(t)) stark in L%(Q) fiir alle t € S, (5.97)
IWE(Urn(t),-) — Wi (u(t), ) stark in L*(Q) fir alle t € S, (5.98)
IhW o, (U, (t),) — W (u(t), ) stark in L*(Q) fiir alle t € S, (5.99)

Upn(t) — u(t) stark in CP(Q) fiir alle ¢ € S, (5.100)
U, (1) — u(t) stark in CP(Q) fiir alle t € S (5.101)
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konvergiert, und es von t abhéngige Konstanten C; gibt, so dass

/ |[ALU (8, 2<0 fiiralleteS, (5.102)
(Mo (Usi(t, )V Pon(t, ), VP (t, ) < C, fiir alle £ € S. (5.103)

Die Aussagen (5.97)-(5.101) folgen sofort aus den Aussagen (5.79),(5.80) und (5.86)-(5.88),
da starke Konvergenz in L? die Existenz einer punktweise fast {iberall konvergenten Teilfolge
impliziert.

Um (5.102) zu beweisen, definieren wir die Menge
E:={te€|0,T) :liI}Pigf/ |ALU ()2 = 400}
- Q

und das Symbol [.]1, durch
2] r fallsx < L,
x)p =
g L sonst.

Mit Hilfe der Entropieabschétzung gilt nun

> /g ATt )2 > / (AUt 2], 0 L),
E

Da L beliebig groff gewéhlt werden kann, folgt daraus |£| = 0, und (5.102) gilt damit fiir fast
alle t. Ungleichung (5.103) zeigt man analog unter Ausnutzung der Energieabschétzung.

Aus (5.102) wird ersichtlich, dass fiir alle t € S eine in L?(£2) schwach konvergente Teilfolge
von ApU.p(t,-) existieren muss. Den Grenzwert dieser Folge, zunéchst eimal [; genannt,
kénnen wir mit Awu(t,.) identifizieren. Dazu bemerken wir zunéchst einmal, dass unter
Ausnutzung von (5.100) wie im eindimensionalen Fall (siche Gleichung (5.58)) gilt:

VU(t,-) — Vu(t,-) schwach in L*(Q).
Also gilt fiir alle Testfunktionen ¥ € V"
(ApUrn(t, ), V) = =(VUr (2, ), V) = —=(Vu(t,-), V)
und
(AnUzn(t,-), ) — (It, V),

und damit gilt Au(t,-) = l;(-). Da dies fiir jede gewihlte Teilfolge gilt, konvergiert sogar
die ganze Folge gegen Au(t,-). Also gilt

ApUp(t, ) = Au(t,-) in L*(Q) fir alle t € S.
Dann gilt fiir den Druck Prp:

Pri(t,) = =ApUrn(t, ) + ZnW o (Urn(t, ), )+Ith(U n(t:),)
= —Au(t,) + Wi(ult,-),) + W (u(t,-),-) = p(t,-) in L*(€) VteS.
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Da U, (t,-) stark in C?(Q) konvergiert, gilt auf [u(t) > 6] fiir 7,k klein genug:
(MO'(UTh(t7 ))VPTh(t7 .)7 vPTh(t7 )) Z C (g)n (VPTh(t7 .)7 vPTh(t7 ))

Also folgt aus (5.103), dass VP(t,-) in L%([u(t) > 4]), 6 > 0 eine schwach konvergente
Teilfolge besitzt. Da sich mit Hilfe von (5.85) zeigen lésst, dass alle solchen Teilfolgen gegen
Vp(t,-) konvergieren, konvergiert die ganze Folge und damit gilt fiir alle ¢ € S und § > 0:

VP(t,-) — Vp(t,-) in L*([u(t) > d]).

Somit folgt fiir
Jrn(t,x) = My (Urp(t, z))V Prp(t, )

und alle Testfunktionen ¢ € W17 ([u(t) > 4]):
[ %= [ MU VP
[u(t)>d] [u(t)>0d]

- m(u(t))Vp(t)Ve,
[u(t)>0d]

denn M, konvergiert wegen (5.97) stark in L%([u(t) > 0]). Also gilt fiir alle § > 0:
T (t, ) = m(u(t, ) Vp(t,-) schwach in L™ ([u(t) > 8]).

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass dieser Grenzwert fiir alle ¢ € S mit dem in (5.84)
bestimmten Grenzwert J, — j € L?*(0,T;L" (Q)) iibereinstimmt. Dies zeigen wir mit
Hilfe des Konvergenzsatzes von Vitali (siehe z.B. [1]). Seien dazu ¢ € C§°([u > 4]) und

OéTh(t) = / JTh(t, )V¢(t, )
[u(t)>4]

Dann ist a,;, € L}(0,T;R) und konvergiert fiir alle ¢t € S gegen

aqp(t) (e a(t) := /[ es m(u(t,-))Vp(t, )Vo(t,-).

Da

2
-

t2 t2 A r % t2 % %
sup/ / J:nVo < sup / </ | Jon|” ) / </ ]V(b\T)
T,h t1 [u(t)>5] T,h t1 Q t1 Q

< sup 1Tzl 20,717 () IV @Il o< 0,717 (02)) (B2 — 1)

=

< Clty—t1)?

fiir to — t1 gegen 0 konvergiert, gilt der Satz von Vitali und wir erhalten

/O ! arp(t)dt — /O ! a(t)dt.

Da aber bereits aus (5.84) bekannt ist, dass fOT o (t)dt gegen fOT f[u(t)>5] iV ¢ konvergiert,
ist auf diese Weise j(t,-) = m(u(t,-))Vp(t,-) auf [u(t) > d] fiir alle § > 0 gezeigt.
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Auf [u(t) = 0] gilt fiir eine Testfunktion ¢ € W17 ()

/ JTh (t )v¢
[u(t)=0

< / Mo (Upn (£))V Pry(t)V Py (t > </ |V¢|2) sup M, (Unp(t,2)) =20,

x€[u(t)=0]

da Urp(t,x) fiir h klein genug auf [u(t) = 0] dank (5.100) gleichmifig gegen 0 konvergiert.
Damit folgt die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 5.2.12 (Annahme der Anfangswerte)

Sei mit U,y eine Folge diskreter Lisungen des Finite-Elemente-Verfahrens 3.2.2 gegeben,
welche die Konvergenzaussagen (5.79)-(5.89) erfillt. Dann gilt

lim u(t, ) = uo(*) in L* (). (5.104)

Zum Beweis bendtigen wir den folgenden Satz von Simon [42]:

Satz 5.2.13 Seien X C B CY Banachriume mit kompakter Finbettung X — B. Falls
i) F beschrinkte Teilmenge von L>=(0,T;X) ist,
it %—I; ={v:3u € F mitv= 0w} beschrankt ist in L"(0,T;Y") fir einr > 1,

so ist I relativ kompakt in C(0,T; B).

Beweis von Lemma 5.2.12: Wir betrachten die in (5.28) definierte Funktion U,. Fiir
die Zeitableitung dieser Funktion gilt:

Uk+1 _ k

OiUrn(t) = 07 Upn(t) = =TT fiir ¢ € (t, ).
Tk+1

Wir méchten nun Satz 5.2.13 auf die Funktionenmenge F = {U,, : h?> < C7} und die
Banachrédume X = HY(Q), B=L*Q), Y = W'"(Q) anwenden. Zu i) miissen wir zeigen,
dass U,j, gleichmiiBig beschriinkt in L (0,T; H'(2)) ist. Dies folgt direkt aus der Defini-

tion der U, und der durch die Energieabschitzung gegebenen Beschranktheit der U,y in
L>=(0,T; HY()).
Zu ii) miissen wir zeigen, dass 9;U,;, gleichméBig beschrénkt in L2(0,T; W17 (Q)’) ist. Sei
dazu ¢ € WH(Q). Dann gilt:
(07 Urn(t), ¢) < (07 Urn(t), ¢ — In®) + [(07 Urn(t), Zn¢) — (07 Urn(t), Znd)nl
+ (87_ Usrh (t)vz-h(b)h
< [|07 Urn(t) ()02
+ (Mo (U7 ( NV P (t), VIrg)| + [(QUzra(t)), Znd)nl
< Chlg|12]107 Urn(t) o2
+ CZho 1,0 | Mo (Urn (0)V Pr()[lo, + CCqlZndlo,2
< Chlol12(07 Urn(t)[n
+ C10]1,4[| Mo (Urn () V Prp(t) los + Clolo,z-
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Damit lédsst sich abschéatzen:

<a;UTh<t>,¢>>2

T
L A W
L2(0,T;Wwhm(Q)) 0 PEWLT(Q) ||¢||177“

T T
< / CR 7 U + / My (U (1)) ¥ Pon (]2, + CT.
0 0

Der zweite Term ist nach Lemma 5.2.4 beschriankt. Der Erste ldsst sich mit Hilfe der
Nikol’skii-Abschétzung 5.2.5 abschétzen:

T T—1 1 1 h2
/ CR|O-Upn|2 = CH2 / Lt 1) — U < oL 00r < O
0 0 T T

T

Satz 5.2.13 zeigt nun, dass eine Funktion @ € C(0,T; L2(f2)) existiert, so dass eine Teilfolge
U, — @ stark in C(0,T; L*(Q))

konvergiert. Es verbleibt zu zeigen, dass u = w ist.

Wir wissen bereits aus den vorherigen Lemmata, dass U, stark in~L2(QT) gegen eine
Funktion u € C(0,T; L?(Q2)) konvergiert. Nun zeigen wir, dass auch U, stark in L2(Qr)
gegen u konvergiert:

T T
10— ulagyy < C /0 1Tn() — Unn(®)[2 + C /0 U (8) — u(®)|2.
K—-1

- tk+1 t_tk; 2 T
S / (1— ) |UEH — Uk 2 4 C /0 WU (®) — (I
k

T
k—0 k+1

IN

S e g2 g >
> [Tk - vkl e [ - ul
k=0 tr 0

T T
< / Ut +7) = U3 + Cr + C / U2 () — u(t)]2.
0 0

T 9 h,7—=0
< Cr+ C/ U (t) — U(t)HO,2 — 0.
0

Also gilt @ = u in L?(Q27). Wir wissen aber bereits, dass u € C(0,T; L?(Q)) ist und ebenso
@€ C(0,T; L*(£)). Somit gilt auch u = @ in C(0,T; L?(Q)).

Damit haben wir:

U (0,-) — u(0,-) in L*(Q)

und
U (0,-) = Zpuo(+) — uo(+) in L2(Q).

Deshalb gilt aufgrund der Stetigkeit von u:

}/ii%u(ta ) =u(0,-) = ug(-).
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5.2. KONVERGENZ IN RAUMDIMENSION D =2

Lemma 5.2.14 (Grenzibergang in den Abschdtzungen)

Sei mit Urp, Prp, eine Folge von diskreten Ldsungen des Finite-Elemente-Verfahrens 3.2.2
gegeben, welche die Konvergenzaussagen (5.79)-(5.89) erfiillt. Dann gilt fir fast alle t €
(0,T) die Ungleichung

2 . u . .
/Q Tut) 2 + /Q W (u(t), ) + /Q Gu(t) < Co + C, (5.105)

Beweis :  Der Beweis ist identisch zum Beweis im eindimensionalen Fall (Lemma 5.1.15).
d

Durch diese Lemmata ist Theorem 5.2.1 vollsténdig bewiesen: Die starke Konvergenz (5.67)
folgt aus Lemma 5.2.7, die schwache Konvergenz des Laplace-Operators (5.68) folgt aus der
Aussage (5.83) und der in Lemma 5.2.10 erfolgten Identifizierung f = —Awu. Die schwache
Konvergenz des Drucks (5.69) ist in (5.85) gezeigt, die schwache Konvergenz des Druckgra-
dienten (5.70) in Lemma 5.2.11 bewiesen. Lemma 5.2.9 zeigt die Giiltigkeit der schwachen
Differentialgleichung (5.63), Lemma 5.2.10 beweist Gleichung (5.64). Die stetige Annahme
der Anfangsdaten (5.65) wird in Lemma 5.2.12 bewiesen und die Abschétzung (5.66) in
Lemma 5.2.14. u ist nichtnegativ, da die diskreten Losungen U, Satz 4.2.3 erfiillen und
U, stark konvergent ist.
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Kapitel 6

Simulationen und physikalische
Experimente - ein Vergleich

In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse des in 3.2.2 definierten Verfahrens présen-
tiert und mit den Resultaten physikalischer Experimente verglichen. Zunéchst einmal wer-
den jedoch noch einige Details des numerischen Verfahrens diskutiert.

6.1 Verwendete Methoden und Programme

Zur Berechnung der numerischen Simulationen wurde das Programmpaket EConLub2D er-
stellt und benutzt. Damit lisst sich das Anfangs-Randwert-Problem

noyu — div(m(u)Vp) = q(u) in Q x (0,7,
p=—cAu+w,(u,z) in Qx(0,7),
—u=—p=0 auf 90 x (0,7),
u(0,2) = ug(z) in Q

auf einem quadratischen Gebiet Q = (0,1)? und einem Zeitintervall (0,7) 16sen. Wie schon
in den vorherigen Kapiteln beschreibt u hier die Hohe des Fliissigkeitsfilms, n die Viskositét
und ¢ die Stérke der Oberflichenspannung. Die Mobilitéit m ist durch m(s) = ¢s™ gegeben,
und das Grenzflichenpotential w und die rechte Seite ¢ erfiillen eine der Bedingungen aus
Kapitel 3.2.

Das Programmpaket wird im Anhang A im Detail vorgestellt. Im folgenden werden kurz
die wichtigsten Ideen zusammengefasst.

6.1.1 Berechnung der diskreten Losung

Nach (3.28) berechnet sich die diskrete Losung U1 € V" des Finite-Elemente-Schemas
3.2.2 zum Zeitpunkt t;,; aus der Losung UF zum vorherigen Zeitpunkt ¢, mit Hilfe der

73



KAPITEL 6. SIMULATIONEN UND EXPERIMENTE

Gleichung

UM~ UF 4 m M LA (U (M LU

W (URH +IhW7;(U’“)) = 1 ZhQURY). (6.2)

Um die Losung U dieser Gleichung zu finden, wird die folgende Fixpunktiteration durch-
gefithrt. Man setzt Uéﬁl = U* und berechnet U;fll aus Uikﬂ, indem eine Losung fiir

1
E(Uz]i:_ll - Uk) + Mh_lL/]y(Uzk—i_l) (Mh_thUf-:—ll

+ TWEULE) + DL (U8)) = ZUFY). (63)
gefunden wird. Die Losung dieser Gleichung kann nun mit Hilfe eines Newton-Verfahrens be-
rechnet werden. Zur Verbesserung der Konvergenz benutzt EConLub2D hierfiir ein Newton-
Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung. In jedem Iterationsschritt des Newton-Ver-
fahrens ist ein lineares Gleichungssystem mit einer diinn besetzten, nichtsymmetrischen
Matrix zu losen. Dies geschieht durch ein BiCGstab-Verfahren [45]. Die Anzahl der noti-
gen Iterationsschritte des BiCGstab-Verfahrens wird durch einen BPX-&hnlichen Vorkon-
ditionierer (siehe A.3.3.4) reduziert. Die Verwendung des Vorkonditionierers bringt im Fall
homogener Substrate einen deutlichen Geschwindigkeitsvorteil (sieche auch [20]). Im Fall
inhomogener Substrate wird die Zahl der nétigen Iterationen im allgemeinen weniger stark
reduziert.

Da das Newton-Verfahren die Ableitung diX(IhW’;t(X )) berechnen muss, benutzt ECon-
Lub2D anstelle der linearen Niherung (W2) die Nidherung

w(u, x) falls u > e, (6.4)
(x — aw)Qwvuu(&?w,x) falls u < . .

[N

W(ew, ) + (& — ey)w y(ew, ) +

W (u,z) = {

Wenn ¢,, klein genug gewihlt wird, dndert dies die Losung U nicht, was im folgenden Satz
bewiesen wird:

Satz 6.1.1 (Positivitit der diskreten Lisung)

Es gelte d = 2, (W2) und die Anfangsdaten seien strikt positiv: ug > ¢ > 0. Dann gibt es
ein e, > 0, so dass fiir eine Losung U € S™1O(VH) von Schema 3.2.2 gilt:

U(t,z) > ey Vte (0,T),z €. (6.5)

Beweis :  Mit Hilfe der Energieabschétzung folgt:

Cy > /QIhW(U(t,.),.)
= Z: (/Q (W(U(t,1:), 2:) + Cuw) @i (x)dx — /QCwapi(x)dx> ,
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6.1. METHODEN UND PROGRAMME

Dabei sei die Konstante C,, so grof3 gewiahlt, dass die obigen Integranden positiv sind. Also
gilt fiir alle U (¢, 1;):

0 W(U(t, 1), 1) pi(w)dr < Cg + Cy[Q.

Wir nehmen nun an, dass U(t,;) < €, sei, dabei sei 0.B.d.A. g, < min{;a%, 2, 1}: Dann
gilt:

/ W(U(t, 1), 1) i(x)dw > min {242, %52 } g minth2 b2k op2,
Q

Daraus folgt:
€$in{l12’l22} > ChQ,

und dies ist ein Widerspruch zur Annahme, falls £,, klein genug ist. O

Damit ist die Losung im Fall (W2) strikt positiv und grofler als e, falls die Schranke
gy Klein genug gewdhlt wird. U 16st damit die Gleichung fiir W = w, ist also von der
Art der Niherung unabhiingig!. Aus Griinden der numerischen Stabilitéit ist es aber trotz-
dem erforderlich, W auf ganz R zu definieren, da dieses Positivitétsresultat nicht fiir jedes
Zwischenergebnis des Iterationsverfahrens gelten muss. Somit kann die Art der Naherung
durchaus das Konvergenzverhalten des Iterationsverfahrens beeinfluflen, nicht aber die ge-
suchte Losung.

6.1.2 Adaptivitit

Das Verfahren verwendet ein adaptives Finite-Elemente-Gitter. Die Triangulierung 7, wird
nach jedem Zeitschritt angepasst. In Ermangelung eines geeigneten a posteriori Fehler-
schitzers wird als Entscheidungskriterium zum Verfeinern beziehungsweise Vergrébern die
Differenz von VU auf zwei benachbarten Finiten Elementen betrachtet. Ist sie zu gro8, so
wird verfeinert. Ist die Differenz klein, so konnen beide Dreiecke zusammengefasst werden
(siche A.3.3.2).

Auch die Zeitschrittweite ist nicht fest gewéahlt. Die Formel zu ihrer Berechnung ist wie folgt
motiviert (siehe auch [21]). Fiir einen sich ausbreitenden Tropfen mit kompaktem Triger
soll die Zeitschrittweite 741 so gewahlt werden, dass sich der freie Rand d[u > 0] in einem
Zeitschritt nicht um mehr als einen Gitterpunkt weiterbewegt. Also sollte 7411 < e )
sein, wenn vmax(tx) die maximale Normalengeschwindigkeit des freien Randes zur Zeit ¢
bezeichnet. Die Normalengeschwindigkeit des freien Randes an einer Stelle z¢ € d[u(t) > 0]
berechnet sich formal durch
m(u(t,z)) 0

- (30) = li D) Tt x). 6.6
vn(T0) v o wesupp(u(t,)  u(t,T) o) (66)

Diese Formel ist exakt fiir selbstdhnliche Quelllosungen des Anfangswertproblems

u + div(u"VAu) = 0,
50 (6.7)
u(t, ) i (50.

!Man beachte, dass dieses Resultat nicht genutzt werden kann um strikte Positivitét der kontinuierlichen
Losung v aus Theorem 5.2.1 zu zeigen, da fiir h — 0 auch €, — 0 gewdhlt werden miifite.
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INANNANNNNN
NNZN/NZN/N/NNA
PINZN/N/N/NZNZN/N
INZNZNZNN/NZNZNA
INANNNNNNN
NZNZNNZNZNZNZNA
PN/N/N/N/NNZN/N
NANZN/NZN/N/NZNA
PIN/N/N/N/N/NZN/N
INZNZN/NZN/N/NZNA
PINZNZNZNZNZNZNZN
NANN/NZN/N/N/NA
PIN/N/N/N/N/NZN/N
NANZN/NZN/N/NZNA
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Zeitschrittweite T Anzahl Gitterpunkte

0.002} 5000

0.001f 2500

0 - ; - 0 ; . -
0 0.02 0.04 Zeitt 0 0.02 0.04 Zeitt

Abbildung 6.1: Beispiel zur Adaptivitiat: Die Abbildung zeigt die numerische Losung der Gleichung
dyu — div(3u*V(=Au + wy(u,2))) = 0 auf dem Gebiet [0,1]%. Das Potential ist gegeben durch
w(u,z) = 0.02u~3 fiir #1 < 0.5 und w(u,r) = —u~2+40.02u~3 fiir z; > 0.5. Das erste Bild zeigt die
Anfangsdaten ug(z) = max{2(% — (z — M)?)!/2,0.03}, dabei ist M = (4,1) der Mittelpunkt von
Q. Die weiteren Bilder zeigen die numerische Losung zu den Zeitpunkten 0.00064,0.0057,0.05. Die
roten Abbildungen darunter zeigen das Gitter an dem jeweiligen Zeitpunkt, die Rechnung beginnt
mit dem feinstmdoglichen Gitter. Die beiden Graphen zeigen die verwendeten Zeitschrittweiten und
Gittergrofien.

Diese Quelllssungen wurden von Bernis, Peletier und Williams [7] fiir d = 1 und Ber-
nis und Ferreira [15] fiir d > 1 bestimmt; ein Beweis fiir Formel (6.6) befindet sich in
[21]. Der Algorithmus berechnet nun auf jedem Dreieck E der Triangulierung den Wert
M, (UE, (E))|VP*| | UE (E), wobei UF, (E) den Mittelwert von U¥, auf E bezeichnet, und
berechnet die Zeitschrittweite aus dem Quotienten von h und dem Maximum dieser Werte
(siche Anhang A.3.3.2, Gleichungen (A.22) und (A.23)).

In Abbildung 6.1 wird die Funktionsweise von Zeitschrittweitensteuerung und adaptiver
Gitterverfeinerung anhand eines Beispiels demonstriert.
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6.2. ENTNETZUNG VON POLYMERFILMEN

Abbildung 6.2: Spinodales Entnetzen eines 3.9 nm dicken PS(2k)-Films auf einem Siliziumsubstrat
mit 191 nm dicker Siliziumoxidschicht. Die obere Bildreihe zeigt experimentelle Resultate von R.
Seemann und K. Jacobs [41, 4], die Bilder zeigen einen Ausschnitt mit Seitenlinge 1.5um zu den
Zeiten t = 704 s, 2988 s, 4863 s, 6289 s, 7015 s. Die untere Bildreihe zeigt Ergebnisse der Simulation
zu einem Potential vom Typ (6.10) und den Parametern: Ag;o = 2.2-1072° J, ¢ = 6.25-1077¢ JmS,
7 = 12000 Pa-s und ¢ = 0.0308 N/m. Als Anfangsdaten wurde uo(z) = 3.9 nm (1 + S(x)) mit einer
Storung |S(x)| < 0.02 gewéhlt. Die Bilder zeigen den Film zu den Zeitpunkten ¢ = 5670 s, 5892 s,
6092 s, 6605 s, 6917 s. Beachte: Im Experiment wurde zum Auftreten des ersten Loches die Zeit
t = 0 gesetzt, in der Simulation bedeutet ¢ = 0 den Beginn der Rechnung.

6.2 Entnetzung von Polymerfilmen

Das Modellsystem Polystyrol auf Silizium ist fiir physikalische Experimente in besonderer
Weise geeignet, da sich bis zu 4 nm diinne Filme préparieren lassen (siche [25]) und der
Entnetzungsprozess in gut zu beobachtenden Zeitspannen ablauft (mehrere Stunden). Das
Verhalten eines solchen Films wird durch die Gleichung

noyu — div (3uV(—cAu+ wy () =0 (6.8)

beschrieben, wobei 1 die Viskositéit und ¢ die Oberflichenspannung des Films ist. Da der
Silizium-Wafer von einer Siliziumoxid-Schicht bedeckt sein kann, ist das Grenzfladchenpo-

tential durch
Asio  Asio — As;i _8

_ 6.9
2r? T 2n(urap T (6.9)

w(u) =

gegeben.

Dabei ist Ag;o die Hamakerkonstante des Systems Luft/PS/SiO und Ag; die des Systems
Luft/PS/Si, d ist die Dicke der Siliziumoxid-Schicht. Da Ag;o positiv und Ag; negativ ist
(siehe [40]), ist die Art des Grenzflichenpotentials abh#ngig von der Dicke der Oxidschicht.
Fiir d = 0 ist das Potential von Typ (1), es findet also keine Entnetzung statt. Fiir eine
diinne Oxidschicht ist das Potential vom Typ (2), der Film ist daher metastabil. Bei einer
dicken Oxidschicht kann der Term %Sﬂi(%’g)% vernachléssigt werden, das Potential ist deshalb
vom Typ (3), ndherungsweise durch

Asio _8
T omez T

gegeben, und der Polystyrolfilm ist instabil.

w(u) = (6.10)
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KAPITEL 6. SIMULATIONEN UND EXPERIMENTE

Die Werte von Ag;0, Ag; und € lassen sich experimentell bestimmen. Dariiberhinaus sind
auch Oberflichenspannung und, wenn auch mit relativ grofien Unsicherheiten (siche [23]),
die Viskositét des Polymerfilms bekannt. Dadurch wird es moglich, die Ergebnisse der nume-
rischen Simulationen auch quantitativ mit den physikalischen Experimenten zu vergleichen.

In Experimenten mit fliissigem Polystyrol (Molekular-
gewicht 2 kg/mol) werden, in Abhéngigkeit von Film-
dicke und Typ des Grenzflichenpotentials, verschiedene
Entnetzungsmuster beobachtet.

Beim spinodalen Entnetzen reifit der Film nahezu gleich-
zeitig an mehreren Stellen auf und produziert dabei
ein gleichméfiges Loch- und Tropfenmuster. Spinodales
Entnetzen kann bei Grenzflichenpotentialen vom Typ
(2) oder (3) auftreten und wird einzig und allein durch
Abbildung 6.3: Skizze des effekti- die vom effektivem Grenzflichenpotential hervorgeru-
ven Grenzflichenpotentials fiir stabi- fene Instabilitdt des Films ausgelost. Eine gleichméfig
le (1), metastabile (2) und instabile auf der Oberfléche verteilte Fliissigkeit ist némlich ener-
(3) Filme. getisch ungiinstiger als eine in mehreren Tropfen gesam-
melte Fliissigkeit.

Die obere Bildreihe in Abbildung 6.2 zeigt ein solches experimentelles Resultat. Der Silizium-
Wiafer ist hier mit einer 191 nm dicken Siliziumoxidschicht bedeckt, es liegt also ein Potential
vom Typ (3) vor. Die untere Bildreihe zeigt die Ergebnisse der numerischen Rechnung zu
einem durch (6.10) gegebenen Grenzflichenpotential, wobei die Parameter 7,¢, Ag;o und
€ entsprechend den experimentell bestimmten Daten gewéhlt wurden. Die Resultate stim-
men sowohl qualitativ als auch quantitativ gut iiberein, wie eine Analyse der entstehenden
Muster zeigt (siehe [4]).

Die Unterschiede in der Zeitskala zwischen Experiment und Simulation erklédren sich wie
folgt: Da es wegen zu groflier Unsicherheiten in den Messungen nicht méglich ist heraus-
zufinden, wie glatt der im Experiment praparierte Film wirklich ist, kann die Groéfle und
die Art der Storung S(z) der numerischen Anfangsdaten nicht iibereinstimmend mit dem
physikalischen Experiment gewéahlt werden. Dies beeinflusst die zeitliche Entwicklung zu
Beginn der numerischen Rechnung, da ein nur gering gestorter Film wesentlich spéter auf-
reifft als ein stark gestorter. Des weiteren ist lediglich die Groflenordnung der Viskositét
bekannt, nicht aber der exakte Wert.

Bei der zweiten, insbesondere bei dickeren Filmen oder bei Grenzflichenpotentialen vom
Typ (2) beobachteten Art der Entnetzung, tauchen vereinzelte Locher in einem ansonsten
noch nahezu homogenen Film auf (siche Abbildung 6.4). Diese Locher sind nicht allein durch
die Instabilitét verursacht, vielmehr geht man davon aus, dass sie durch Verunreinigungen
des Substrats oder des Films entstehen. Daher nennt man diesen Entnetzungsprozess auch
Entnetzung durch heterogene Nukleation. Das Zusammenspiel dieser beiden Effekte kann
interessante Muster entstehen lassen, wie z.B. die Satellitenlécher in Abb. 6.5. Obwohl in
diesem Experiment ein Potential vom Typ (3) vorliegt, entstehen dort zunéchst einmal
durch heterogene Nukleation erzeugte Locher, um welche sich dann weitere Satellitenl6cher

bilden.

Dieser Effekt ist in der numerischen Simulation schwieriger zu realisieren: Simulationen zu
homogenen Substraten und einem Grenzflichenpotential vom Typ (3), welche mit einem
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6.2. ENTNETZUNG VON POLYMERFILMEN

flachen, nur leicht gestérten Film beginnen, zeigen stets spinodales Entnetzen. Simulatio-
nen zu einem Grenzflichenpotential vom Typ (2) zeigen, je nach Dicke des Ausgangsfilms,
entweder spinodales Entnetzen oder einen stabilen Film.

Zur Simulation der Satellitenlochbildung sind zwei ver-
schiedene Ansitze moglich. Die erste Moglichkeit ist,
die Rechnung mit Anfangswerten zu beginnen, welche
bereits eine Vertiefung oder ein Loch enthalten. Wie
Abbildung 6.6 zeigt, entstehen dann um das durch die
Anfangsdaten vorgegebene Loch herum weitere Satel-
litenlocher. Der Mechanismus dabei ist der folgende:
Hinter dem sich um das Loch herum bildenden Wulst
entsteht ein ringformiger Graben. Léngs dieses Grabens
findet nun ein aufgrund der geringeren Dicke des Filmes
beschleunigter spinodaler Entnetzungsprozess statt, so
dass dort eine Kette von weiteren Lochern entsteht.

Dass solche Vertiefungen im Ausgangsfilm auch im phy-

sikalischen Experiment Satellitenlocher hervorrufen, ist  Abbildung 6.4: Heterogene Nuklea-
durch Préparation von PS-Filmen, in die eine Rille ge-  tion:  Entnetzungsszenario  eines
kratzt wurde, bestétigt worden [31, 32]. Bei diesem An- 6.6 nm dicken PS(2k)-Films auf ei-
satz zur Simulation bleibt allerdings unklar, wie die nem Si-Substrat mit einer ca. 2.4 nm

Locher im ersten Bild der Abbildung 6.5 enstanden —dicken SiO-Schicht (Experiment von
sind R. Seemann u. K. Jacobs).

Eine mogliche Erkldrung liefert hier der zweite Ansatz. Dabei startet die Rechnung mit
einem flachen, nur leicht gestorten Film. Im Gegensatz zum vorherigen Ansatz ist jetzt
aber die Substratoberfliche inhomogen, was hier durch unterschiedliche Hamakerkonstanten
Ay, Ay dargestellt wird:

w(u,x) = (6.11)

— A2 -2 4 =8 gsonst .

{_%u—z +eu®  falls z € B,(,),
127

Wie Abbildung 6.7 zeigt, fiihrt schon eine kleine Differenz in der Hamakerkonstanten zu
einem Aufreifien des Films iiber dem hydrophoberen Bereich im Zentrum. Damit entsteht
zunéchst also eine Situation dhnlich der Ausgangssituation in Abb. 6.6. Im weiteren Verlauf
der Rechnung entstehen dann auf die gleiche Art und Weise wie zuvor die Satellitenldcher.
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Abbildung 6.5: Satellitenlicher: Experiment von R. Seemann und K. Jacobs [4]: Entnetzungsmuster
eines 4.9 nm dicken PS(2k)-Films auf einem Siliziumsubstrat mit 191 nm dicker Siliziumoxidschicht.
Die Bilder zeigen einen 10 pymx10 pm grofien Ausschnitt eines AFM-Scans zu den Zeiten ¢ = 0 s,

870 s, 1300 s, 3060 s.

Abbildung 6.6: Satellitenlochbildung um ein vorgegebenes Loch: Numerische Simulation zu einem
Grenzflichenpotential vom Typ (6.10) und den Parametern Ag;o = 2.2:1072° J, & = 6.25-10~ 76 Jm®,
n = 3600 Pas, ¢ = 0.0308 N/m. Als Anfangswert wurde gewahlt: uo(z) = 1.25 nm fiir £ € Bo.2um (o)
und wuo(z) = 4.9 nm (1 4+ S(z)) sonst. Dabei ist zo = (2um,2pm) der Mittelpunkt des Gebietes
Q = [0,4pm]? und S eine Stérung mit |S(x)| < 0.02. Die Bilder zeigen den Film zu den Zeiten t =
64 s, 819 s, 1102 s, 1439 s.

Abbildung 6.7: Satellitenlochbildung bei inhomogenem Substrat: Numerische Simulation zu den Pa-
rametern 7 = 3600 Pa s, ¢ = 0.0308 N/m und Anfangswerten uo = 4.9nm(1 + S(z)) mit einer

Storung |S(x)| < 0.01. Das Grenzfldchenpotential w ist gegeben durch w(u,z) = —%u +eu8
fir ¢ € Bo.oum(zo) und w(u,z) = ASZOU_Q + eu~8 sonst. Dabei ist A = 2.5 10720 J,

Agio = 2.2-10720 J, ¢ = 6.25-10"76 Jm und g = (2pm,2um) ist der Mittelpunkt des be-
trachteten Gebietes 2 = [0,4um]?. Die Bllder zeigen den Film zu den Zeitpunkten ¢t = 0 s, 700 s,
1342 s, 1671 s, 1931 s.
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6.3 Kondensation und Evaporation auf chemisch struktu-
rierten Substraten

Die in diesem Abschnitt prasentierten numerischen Ergebnisse sind Losungen zu den di-
mensionslosen? Gleichungen

Opu — div(m(u)Vp) = q(u), (6.12)
p=—Au+wy(u,). (6.13)

Wir gehen von no-slip-Bedingungen an der Fliissigkeits-Festkorper-Grenzfliche aus, d.h.
wir setzen = 0 in Gleichung (2.42). Die Mobilitét m(u) ist also gegeben durch

1
m(u) = gug. (6.14)
Kondensation wird modelliert durch
Cy
— L 6.15
alu) = (6.15)
Evaporation durch
N
q(u) = w Oy X0 (6.16)
mit positiven Konstanten C; und C5. Als Nadherung @ wird im Fall von Kondensation
q(s falls s > 0,
Q(s) = 1) (6.17)
q(0) fallss<0

verwendet. Ebensogut kann man jedoch trotz der Singularitéit bei s = —Cs mit Q(s) = ¢(s)
rechnen — dies ist in der Praxis numerisch stabil, da die Losungen positiv bleiben. Im Fall
von Evaporation wahlt man

Q(s) = q(s)% arctan(%)x[szd. (6.18)

In den folgenden Beispielen ist dabei stets ¢ = Cy/10 verwendet worden.

Als erstes Beispiel betrachten wir Kondensation auf einem Substrat 2 = [0, 3]2. Das Sub-
strat enthélt einen kleinen hydrophilen? Kreis in einer vergleichsweise hydrophoben® Um-
gebung. Das effektive Grenzflichenpotential ist von der Art (w2), genauer

107648 falls z € B1 ((2,3)),
w(u,z) = { Y o 5 (GG:3)) (6.19)

—u 241075 — =% sonst .

Die Niherung W von w ist durch (6.4) definiert, dabei wurde &,, = 0.031 gewiihlt*.

20Obwohl ¢,z und u hier also den in (2.6) eingefiihrten dimensionslosen Gréflen #, % und @ entsprechen,
wird in diesem Abschnitt der Einfachheit halber auf die Akzente ~ verzichtet.

3 Anstelle von hydrophil/hydrophob kénnten auch die Begriffe lipophil/lipophob oder lyophil/lyophob
verwendet werden, da die dimensionslose Gleichung verschiedene Arten von Fliissigkeiten beschreiben kann.

4Der Parameter £, wird von EConLub2D automatisch berechnet. Er ist % argmin w o, (u).
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KAPITEL 6. SIMULATIONEN UND EXPERIMENTE

Abbildung 6.8: Kondensation auf emem homogenem Substrat: Numerische Simulation zu 2 = [0, 3]2
q(u) = u_?_g%17 W(u) = —u=2 + 107548, Das erste Bild zeigt die Anfangsdaten: ug(x) = 0.2(1 +
S(x)), wobei die Stérung |S(z)| < 0.02 ist. Die weiteren Bilder zeigen den Film zu den Zeitschritten
t =0.0045,t = 0.0066 und t = 0.020. Die Tropfen im letzten Bild erreichen die Hohe 0.8.

Abbildung 6.9: Verarmungszonen: Nume-
rische Simulationen zu Q = [0,3]2, g¢(u) =
% und einem Potential (6.19), jeweils
zu den Anfangsdaten wug(z) = 0.15(1 +
S(z)) mit einer Stérung |S(x)| < 0.05. Die
drei Simulationen unterscheiden sich ledig-
lich in der Wahl der Konstante C7: Die
obere Reihe zeigt die zeitliche Entwicklung
des Films bei C7 = 0.1, die mittlere Rei-
he bei C; = 0.25 und die untere Reihe bei
C; =1.0.

Abbildung 6.10: Verarmungszonen (Experiment von C. Schifle [37]): Bei Kondensation von Diethy-
lenglykol auf einem lyophoben Substrat mit einem lyophilen Kreis mit Durchmesser 10um beobachtet
man das Auftreten von Verarmungszonen (engl. depletion zones). Die Bilder zeigen den Endzustand
von drei identischen Substraten, welche mit unterschiedlich starken Gasfliissen bedampft wurden,
von links nach rechts wichst die Geschwindigkeit der Kondensation.
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Abbildung 6.11: Kondensation auf zwei parallelen, hydrophilen Streifen: Numerische Simulation
zum Substrat (6.20) und einen Potential (6.21) mit Anfangsdaten ug(z) = 0.125. Kondensation
wird modelliert durch ¢(u) = %. Die Bilder zeigen den Film zu den Zeiten 0.034, 0.070, 0.079,
0.101.

Abbildung 6.9 prisentiert numerische Ergebnisse zu diesem Problem. Dabei wurde der Ein-
fluss der Kondensationsgeschwindigkeit genauer untersucht. Die Kondensationsgeschwin-
digkeit wird durch den Parameter C festgelegt, in Abbildung 6.9 nimmt C'; die Werte 1—10, %
und 1 an. In allen drei Féllen bildet sich auf dem zentralen hydrophilen Gebiet ein Tropfen,
um den herum eine Zone ohne Fliissigkeitstropfen entsteht. Je schneller die Kondensation,
desto kleiner ist der Radius dieser Zone.

Der Mechanismus dahinter ist der folgende: Die in der Nihe des hydrophilen Gebietes kon-
densierte Fliissigkeit wird aufgrund des Potentialunterschiedes auf das hydrophile Gebiet
gesogen, dort entsteht dadurch ein Tropfen. Da ein grofler Tropfen energetisch giinstiger ist
als mehrere kleinere Tropfen, wéchst der zentrale Tropfen auf Kosten der in der Umgebung
kondensierten Masse weiter an - so entsteht die freie Zone. Im dufleren Gebiet findet auf-
grund der auf die Anfangsdaten addierten Stérung spinodale Entnetzung statt, welche wie
im Falle eines homogenen Substrates (sieche Abb 6.8) einzelne Tropfen entstehen 1&sst.

Bei langsamer Kondensation haben die entstehenden Tropfen (sowohl der zentrale Tropfen
als auch die &ufleren Tropfen) mehr Zeit, die sie umgebende Masse aufzusammeln. Dadurch
werden die um jeden Tropfen entstehenden freien Zonen grofer.

Bei Experimenten mit kondensierendem Diethylenglykol konnten &hnliche Beobachtungen
gemacht werden [39]. Abb 6.10 zeigt die Ergebnisse dieser Experimente — wie in Abbildung
6.9 entstehen bei Kondensation rund um den lyophilen Kreis Zonen ohne kondensierte Trop-
fen, sogenannte Verarmungszonen (engl. depletion zones). Leider sind die Experimente nicht
direkt mit den numerischen Simulationen vergleichbar, da im Gegensatz zum Modellsystem
Polystyrol auf Silizium die hier vorliegenden Grenzflichenpotentiale nicht exakt bekannt
sind. Entsprechende Experimente mit Polystyrolfilmen wurden bisher nicht durchgefiihrt.

Das néchste Beispiel geht von einer etwas komplizierteren Geometrie aus. Hier ist das
Substrat aus Streifen verschiedener Materialien aufgebaut:

0 = [07 1]2 \927

) N . (6.20)
Q={reR?:035<a; <045} U{z € R*:0.55 < 2, < 0.65},
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KAPITEL 6. SIMULATIONEN UND EXPERIMENTE

Abbildung 6.12: Symmetriebruch
bei gestorter paralleler Konfigura-
tion: Numerische Simulation zum
Substrat (6.22), dem Potenti-
al (6.21) und den Anfangsda-
ten ugp(xz) = 0.125. Kondensati-
on wird modelliert durch g(u) =
%. Die Bilder zeigen den
Film zu den Zeiten 0.016, 0.038,
0.046, 0.052, 0.053, 0.061.

wobei 2y im Vergleich zu 1 hydrophil ist:
w(u, z) = —u24+1076478 falls x € Qq, (6.21)
’ —1u 2+ 1107 %%  falls z € Qo. '

Die verwendete Niaherung W von w ist durch (6.4) gegeben. Die numerische Simulation
(Abb. 6.11) zeigt, dass sich die Fliissigkeit bei Kondensation auf diesem Substrat zunéchst
auf den beiden hydrophilen Streifen sammelt. Durch Kondensation weiterer Masse ver-
breitert sich der Fliissigkeits-Schlauch iiber die Grenze von 9 hinaus bis schliellich beide
Schlduche zusammengewachsen sind. Die Losung bleibt dabei in y-Richtung konstant, da
Anfangsdaten und Geometrie unabhéngig von y sind.

Interessanter ist es daher, die Symmetrie des Substrates zu brechen, indem man eine kleine
Storung addiert:

Q1 = [07 1]2 \QQa
Q= {x €R?:0.35 < z; + S1(x2) <045} U{x € R?:0.55 < x1 + Sa(x2) < 0.65}.
(6.22)
Dabei ist
Sl (ZL‘Q) =0.01 Sin(27ra:2), (623)

Sa(z2) = 0.01sin(wze — 7).

Dadurch zerreifit die Fliissigkeit in mehrere Tropfen, welche versuchen, energetisch moglichst
giinstige Positionen auf den beiden Streifen einzunehmen. Wenn die angesammelte Mas-
se grof} genug wird, findet ein Benetzungsiibergang statt und die auf die beiden Streifen
verteilte Masse schliefit sich zu einem groffen Tropfen zusammen. Die dabei entstehenden
Muster dhneln denen von kondensierenden Wassertropfen auf einem abwechselnd hydro-
phoben /hydrophilen Substrat [16] (siehe auch Abbildung 1.1).

Im Gegensatz zu dem in Abbildung 6.9 gezeigten Beispiel entstehen in den Abbildungen
6.11 und 6.12 keine Tropfen im dufleren Bereich des hydrophoben Gebietes. Dies liegt daran,
dass der betrachtete Bereich so klein, bzw. die Kondensation so langsam gewahlt wurde,
dass die hier um das hydrophile Gebiet auftretenden Verarmungszonen grofler sind als das
betrachtete Gebiet €.
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Abbildung 6.13: Kondensation auf einem hydrophilen Kreisring: Numerische Simulation zu einem

durch (6.24) gegebenen Substrat, einem Grenzflichenpotential (6.21), g(u) = — 4?6?01 und Anfangs-
werten ug(z) = 0.1. Die Bilder zeigen das Substrat [0,1]? zu den Zeiten 0.036,0.078,0.079, 0.096.

Die untere Zeile zeigt den Querschnitt entlang der Linie x5 = 0.5.

Abbildung 6.14:  Kondenstation

auf einem hydrophilen, nahezu

kreisformigen Ring: Numerische

Simulation zu einem durch
(6.25) gegebenen Substrat und
einem Grenzflichenpotential
(6.21). Es gilt g(u) = % und
ug(x) = 0.1. Die Bilder zeigen
das Gebiet @ = [0,1]? zu den
Zeiten 0.044, 0.066, 0.073, 0.089,
0.091, 0.111.

Abbildung 6.15: Evaporation auf einem hydrophilen, nahezu kreisférmigen Ring: Die Bilder zeigen
die Evaporation eines Tropfens mit Radius 0.3 und Anfangshohe 1.0, dabei ist g(u) = —%.
Substrat und Potential sind wie in Abbildung 6.14 gew#hlt. Die Bilder zeigen den Tropfen zu den

Zeiten t = 0,0.13,0.15,0.19, 0.24.
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Ahnlich wie kondensierende Tropfen auf parallelen Streifen verhalten sich Tropfen, die auf
hydrophilen Kreisringen kondensieren. In Abbildung 6.13 besteht das Substrat aus einem
vergleichsweise hydrophilen Kreisring in einer hydrophoben Umgebung:

Q= [0,1]*\ Q,

Q9 = Bys(xo) \ Boar(zo), xo=( (6.24)

),

und das Grenzflichenpotential ist wiederum durch (6.21) gegeben. Wie im Fall der paralle-
len Streifen sammelt sich die hinzukommende Fliissigkeit zunéchst ausschliellich auf dem
Kreisring. Der entstehende ringférmige Tropfen wéchst dann aber iiber das hydrophile Ge-
biet hinaus. Aufgrund der Oberflichenspannung erfolgt das Wachstum zur Kreismitte hin,
so dass sich schliellich ein einziger grofler Tropfen bildet.

In Abbildung 6.14 sind die Grenzen des hydrophilen Gebietes 2o nicht durch zwei Kreisrin-
ge, sondern lediglich durch zwei fast kreisféormige Ellipsen mit leicht verschobenen Brenn-
punkten gegeben:

N[

)

N[

Ql = [03 1]2 \ QQ’

Qo= {r € B*: (553%)" + (2512)" > 1 und (5350)" + (%5322)" < 1}

(6.25)

In dieser Situation verliert die Losung schnell ihre Symmetrie. Wie schon im Fall der leicht
gewellten Streifen bildet die Fliissigkeit mehrere Tropfen aus, welche iiber Teilen des hydro-
philen Gebietes entstehen. Mit der Zeit wachsen diese aber wieder zusammen, bis schlieflich
der gesamte Ring bedeckt ist.

Den umgekehrten Prozess zeigt Abbildung 6.15. Hier beginnt die Simulation mit einem
Tropfen. Da die rechte Seite g negativ ist, nimmt die Masse des Tropfens ab. Trotzdem
bleibt der Tropfen zunichst in einer zentralen Position. Sobald aber der Rand des kleiner
werdenden Tropfens die innere Grenze des hydrophilen Gebietes erreicht hat, bewegt sich der
Tropfen iiber das hydrophile Gebiet. Es bildet sich allerdings nicht wieder die Ringstruktur
aus, die in den ersten Bildern der Abbildung 6.14 zu sehen ist.

Ahnliche Benetzungsmuster wurden in Experimenten mit Schwefelséure-Tropfen auf hydro-
philen Kreisringen beobachtet. Abbildung 6.16 zeigt diese Resultate.
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Kapitel 7

Restimee

Ziel dieser Arbeit war es, ein konvergentes numerisches Verfahren zu entwickeln, welches
die Dynamik diinner Fliissigkeitsfilme und die Ausbildung fluider Strukturen auf inhomo-
genen Oberflachen simuliert. In Kapitel 2 wurde gezeigt, dass diese Dynamik auf chemisch
inhomogenen Substraten durch die Diinne-Filme-Gleichung

Oru — div (m(u)V(—Au 4+ w4 (u, x))) = q(u) (7.1)

mathematisch beschrieben werden kann. Es wurde gezeigt, dass die Inhomogenitédt des
Substrats durch ein z-abhéngiges Grenzflichenpotential w(u,x) beschrieben werden kann.
Dieses ist in der Diinne-Filme-N#herung unstetig entlang der Grenze zwischen zwei ver-
schiedenen Substratmaterialien.

Da man bei der Herleitung des Potentials w und des Quellterms ¢ in Kapitel 2 davon ausging,
dass das Substrat von einem Fliissigkeitsfilm bedeckt ist, sind w(u,z) und g(u) zunéchst
einmal nur fiir 4 > 0 definiert. Um numerische Stabilitdt des in 3.2.2 definierten Finite-
Elemente-Verfahrens zu garantieren, mussten daher Funktionen W und @ definiert werden,
die fiir alle v € R definiert sind. Unter geeigneten Voraussetzungen an W und ) konnte
dann die Existenz einer diskreten Losung U,j, welche Energie- und Entropieabschétzung
erfiillt, gezeigt werden.

Um die diskrete Losung des Verfahrens auch numerisch berechnen zu kénnen, wurde das
C++ Programmpaket EConLub2D erstellt und implementiert. Mit diesem lassen sich D{inne-
Filme-Probleme in Raumdimension d = 2 sowohl fiir homogene als auch fiir inhomogene
Oberfléachen l6sen.

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass die diskreten Losungen U, des Finite-Elemente-Verfahrens
fir 7,h — 0 gegen eine kontinuierliche Losung w konvergieren, die die Diinne-Filme-
Gleichung (7.1) im folgenden Sinn 16st:

/Q (O, Sy sewnr(e) + /[ RONOE /Q Qu)p Vo € L2(0,T, W' (). (7.2)
u>

Dabei ist r = 2 fiir d = 1 und 7 > 2 fiir d = 2. Der Druck p € L?(Qr) ist durch
p=—Au+W,(u,x) (7.3)

gegeben. Die Losung u, deren Existenz damit fiir den inhomogenen Fall erstmalig bewiesen
wurde, ist damit zun#chst einmal eine Losung zu dem Grenzflichenpotential W und der
rechten Seite Q.
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Es stellte sich also die Frage, wann die Funktionen W und @ darin durch w und ¢ ersetzt
werden kénnen, oder aber zumindest so gewiihlt werden kénnen, dass w(-,z) = W (-, z)|r+
und ¢ = Q|r+ gilt.

Ist ¢ durch (2.44) gegeben, so kann im Fall von Kondensation immer eine stetige Fort-
setzung @ mit ¢ = Q|r+ gewihlt werden, welche die geforderte Bedingung (Q1) erfiillt.
Beschreibt (2.44) Evaporation, so ist es nicht méglich, @ so zu wéhlen, dass ¢ = Q|r+ gilt,
da Bedingung (Q2) u.a. verlangt, dass Q(u) = 0 auf dem positiven Intervall [0, d,] gilt. Dies
bedeutet, dass es nicht moglich ist, ein Verdunsten der gesamten Masse zu simulieren, es
wird immer ein diinner Restfilm auf dem Substrat verbleiben. Andererseits wird das Ver-
dunsten des Restfilms durch die Gleichungen auch gar nicht beschrieben, so dass es aus
physikalischer Sicht wenig Sinn macht, die Simulation bis zu diesem Zeitpunkt durchfiihren
zu wollen.

Ein Grenzflichenpotential w vom Typ (w2), z.B. ein vom Lennard-Jones-Potential ab-
geleitetes, ist singuldr in w = 0. Daher kann fiir W lediglich fir u > ¢, > 0 gelten:
W(u,z) = w(u,z). In Raumdimension d = 1 lie sich W in Gleichung (7.2) aber trotzdem
durch w ersetzen, da in Satz 5.1.10 gezeigt werden konnte, dass die Losung grofler als ey,
bleibt.

In Dimension d = 2 war dies nicht mehr moglich, was fiir die Praxis der numerischen
Berechnung allerdings zweitrangig ist. Es konnte ndmlich in Satz 6.1.1 gezeigt werden,
dass ein €, > 0 in Abhéngigkeit von der Gitterweite h so klein gewihlt werden kann,
dass die diskrete Losung U, grofler als e, bleibt, also das diskrete Problem fiir W = w
lost. Fiir h — 0 konnte das Minimum der diskreten Lésung aber gegen 0 konvergieren.
In allen in Kapitel 6 untersuchten Beispielen deutet aber nichts auf ein solches Verhalten
hin: Das Minimum der diskreten Losung ist hier ausschlieflich durch das Minimum des
Grenzflachenpotentials w bestimmt und nicht durch die Wahl der Gitterweite A oder des
Parameters ¢,,.

Dadurch verbleibt bei allen Simulationen zu einem Potential zum Typ (w2) immer ein
Restfilm auf dem Substrat, deren Dicke dem Minimum des effektiven Grenzfladchenpoten-
tials w entspricht. Es findet also keine komplette Entnetzung statt. Bei Polystyrolfilmen
auf einem Siliziumsubstrat wird ein solcher Restfilm tatséchlich experimentell beobachtet.
Das Lennard-Jones-Modell ist also, wie auch der in den Abbildungen (6.2) und (6.5)-(6.7)
durchgefiihrte Vergleich zwischen numerischer Simulation und physikalischem Experiment
zeigt, in dieser Situation ein geeignetes Modell.

In einigen anderen Experimenten ist ein solcher diinner Restfilm nicht zu beobachten, so
zum Beispiel bei den in Abbildung 1.1 abgebildeten Wassertropfen. Hier stellt sich die
Frage, ob solche Situationen durch ein Diinne-Filme-Modell beschrieben werden kénnen.
Voraussetzung dafiir ist unter anderem, dass die beobachteten Tropfen noch einen dinnen
Film bilden — und dies ist bei den nahezu runden Wassertropfen nicht mehr erfiillt.

In den in Abbildung 6.16 gezeigten Kondensations-Experimenten sind die beobachteten
Kontaktwinkel zwar kleiner, aber auch bei diesen Experimenten kann die Existenz eines
diinnen Restfilms auf dem hydrophoben Teil des Gebietes experimentell nicht bestétigt
werden. Es bleibt also unklar, ob das Grenzflichenpotential hier mit einem Lennard-Jones-
Ansatz modelliert werden kann. Ein Grenzflichenpotential, welches keinen Restfilm verur-
sachen wiirde, ist aber nur schwer zu realisieren: ein rein destabilisierendes Potential der
Art w(u) = — 1‘247r u~2 wiirde namlich bewirken, dass sich die gesamte Masse in einem Punkt
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sammelt und fiir ein Potential mit einem Minimum bei u = 0 gibt es keine physikalische
Herleitung.

Nichtsdestoweniger zeigen die hier durchgefiihrten numerischen Simulationen, dass das Len-
nard-Jones-Modell in der Lage ist, die in den Kondensations-Experimenten beobachteten
Phidnomene — von dem Vorhandensein eines Restfilms einmal abgesehen — zumindest qua-
litativ zu beschreiben.
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Anhang A

Dokumentation des
C++-Programmpaketes EConlLub2D

Zum Losen der Diinne-Filme-Gleichung mittels zweidimensionalen Finiten Elementen ist
das C++-Programmpaket EConLub2D (entropy consistent solver for lubrication-type equa-
tions) entwickelt und implementiert worden. Es beinhaltet im Wesentlichen drei Komponen-
ten: Erstens eine Sammlung von Klassen und Funktionen, welche die notwendigen Vektor-
und Matrixstrukturen zur Verfiigung stellen, zweitens die fiir Finite Elemente notwendigen
Gitterstrukturen, und drittens einen Loser fiir die Diinne-Filme-Gleichung.

Alle Klassen sind im namespace ecl definiert.

Hinweis: Die hier abgedruckten Klassendefinitionen enthalten nicht immer alle im Code
vorhandenen Daten, Funktionen und Operatoren — der Ubersichtlichkeit halber werden
lediglich die wichtigsten Elemente dargestellt.

A.1 Hilfsmittel der linearen Algebra

Das Losen einer Differentialgleichung verlangt — frither oder spéater — das Losen eines linearen
Gleichungssystems. Daher braucht EConLub2D Klassen und Routinen, welche die notwen-
digen Elemente der linearen Algebra implementieren. Zum Rechnen mit double Vektoren
und Matrizen sind im Headerfile matrix.h die Klassen vector und matrix definiert, diinn
besetzte Matrizen kénnen mit Hilfe der in sparsematrix.h definierten Klasse SparseMatrix
dargestellt werden. Die in solver.h definierte Klasse solver schliefflich stellt iterative Loser
fiir lineare Gleichungssysteme bereit. In den folgenden Abschnitten sind diese Klassen ge-
nauer beschrieben.

A.1.1 Die Klasse vector

Die Klasse vector definiert einen Vektor mit double Eintrédgen. Ihre Deklaration lautet:
class vector{
protected:
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double *data; // Array der Eintrége

int dim; // Dimension
public:

vector (int dim=0); // Konstruktor

vector (const vector&);

“vector(); // Destruktor

void setDim(int dim); // dndert Dimension (1ldscht Eintrige)
int getDim(){return dim;}; // gibt Dimension zuriick

void clear(); // setzt alle Eintrige gleich O

double& operator[] (int i) {return datalil;};
}s;

Es existieren zwei verschiedene Konstruktoren. Der erste erzeugt einen vector der Léange
dim und setzt alle Eintrége des Vektors auf 0. Der zweite Konstruktor wird mit vector
u=v aufgerufen und erzeugt ein Kopie des Vektors v.

Das Uberladen des Operators []1 bewirkt, dass man auf den i-ten Eintrag eines Vektors
v mit v[i] zugreifen kann. Des weiteren sind fiir vector unter anderem die Operatoren *
und = iiberladen, welche das Skalarprodukt zweier Vektoren ausrechnen bzw. zwei Vektoren
gleichsetzen.

A.1.2 Die Klassen matrixBase und matrix

Um Operationen mit Matrizen durchfiihren zu kénnen, ohne zu wissen, wie diese Matrix
im Detail abgespeichert ist, ist eine rein virtuelle Basisklasse matrixBase gegeben. Diese
stellt genau die Operationen zur Verfiigung, die ein iterativer Loser braucht: Man kann mit
getN() bzw getM() die Dimension der Matrix erfragen und man kann eine Multiplikation
mit einem vector ausfiihren.

class matrixBase{
public:
matrixBase () {};
“matrixBase () {};
virtual vector& multiply(vector& x, vector& lsg)=0;
virtual vector& multiply(vector& x, vector& lsg, list<int>&)=0;
virtual int getN()=0;
virtual int getM()=0;
s

Die Routine multiply ist in zwei Versionen vorhanden. Die erste erwartet zwei Parame-
ter: den Vektor x, mit welchem die Matrix multipliziert werden soll, und den Vektor 1sg,
in welchen das Ergebnis der Multiplikation geschrieben wird. Zuriickgegeben wird eine
Referenz auf 1sg. Die zweite Variante erhilt zusétzlich noch eine Liste mit int-Werten
tibergeben. Diese Routine reduziert den Vektor und die Matrix auf die in der Liste auf-
gefiihrten Eintrige und fiihrt anschlieBend die Multiplikation durch. Enthélt die Liste zum
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Beispiel nur die Eintrége (1,3,17), so wird lediglich die entsprechende 3 x 3 Matrix mit
dem Vektor (x[1],x[3],x[17]) multipliziert. Die Niitzlichkeit einer solchen Multiplikati-
onsroutine wird in den weiteren Abschnitten deutlich werden. Die Klasse 1ist ist Teil der
STL-Bibliothek , eine genaue Beschreibung findet sich z.B. in [26].

Eine einfache Implementation einer m x n Matrix mit double-Eintrégen ist die folgende,
von matrixBase abgeleitete Klasse:

class matrix : public matrixBasef{

protected:

vector *col; // coll[i] ist i-te Zeile
int m; // Anzahl der Zeilen

int n; // Anzahl der Spalten
public:

matrix(const int dim=0); // Konstruktoren

matrix(const int m,const int n);
matrix(const matrix&);

"matrix(); // Destruktor

int getN(O{return n;};
int getM(){return m;};

void setDim(int m,int n); // &ndert Dimension (18scht Eintrige)
void clear(); // setzt alle Eintrige auf O

vector& operator[](int i) {return coll[il;};

vector& multiply(vector& x, vector& lsg);
vector& multiply(vector& x, vector& lsg, list<int>&);

};

Ein Aufruf des ersten Konstruktors erzeugt eine dimxdim Matrix, ein Aufruf des zweiten
Konstruktors erzeugt eine mxn Matrix. Beide Konstruktoren setzen alle Eintrége auf 0. Der
dritte Konstruktor schliefllich erzeugt eine Kopie der iibergebenen Matrix. Es ist moglich,
nachtréglich mit setDim die Dimension der Matrix zu dndern, dabei gehen allerdings alle
bisherigen Eintrége verloren. setDim setzt alle Eintrige wieder auf 0.

Wie schon bei der Klasse vector bewirkt das Uberladen des Operators [1, dass man mit
M[i] [j] auf das ij-te Element einer Matrix M zugreifen kann.

A.1.3 Diinn besetzte Matrizen — die Klasse SparseMatrix

Ebenfalls von matrixBase abgeleitet ist die Klasse SparseMatrix, die eine diinn besetzte,
quadratische Matrix implementiert. SparseMatrix speichert nur die Diagonale und die
Fintrdge ungleich Null ab. Jeder Eintrag der diinn besetzten Matrix ist selbst ein Objekt
der Klasse MatrixEntry, welche neben dem Wert des Eintrags noch die Spalte des Eintrags
und einen Zeiger auf einen weiteren Eintrag enthélt:
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class MatrixEntry{

protected:
MatrixEntry *next; // néachster Eintrag
int col; // Spaltenindex des Eintrags
double value; // Wert des Eintrags
/7 L]
s

Eine SparseMatrix besteht also aus einem Array von MatrixEntry, der Diagonalen. Hat
die Matrix noch weitere Eintréige, so werden diese mit Hilfe des MatrixEntry: :next Zei-
gers an das Diagonalelement der entsprechenden Zeile angehéngt. Es entsteht also folgende

Struktur:
; next (Matrix | next [Matrix .
) et () next, (B s

Matrix | next [Matrix .
Entry — & |Entry 2.Z¢eile

Mat ri x
Entry

Mat ri x
Entry

Matri x
Entry

Diagonale

Fiir den Anwender ist es jedoch nicht notwendig, die genaue interne Struktur zu kennen,
da geeignete Hilfsfunktionen zum Zugriff auf die einzelnen Eintrége zur Verfiigung ste-
hen. Wichtige Funktionen der Klasse SparseMatrix sind neben den iiberladenen multiply
Routinen der Konstruktor:

SparseMatrix: :SparseMatrix(const int dim=0);

welcher eine quadratische Matrix der Dimension dimxdim erzeugt,
void SparseMatrix::clear();

welche alle Eintrage wieder gleich Null setzt und

void SparseMatrix::set(int row, int col, double value);
void SparseMatrix::add(int row, int col, double value);

welche einen Wert value an die durch row und col definierte Stelle setzen (set) bezie-
hungsweise hinzuaddieren (add). Damit nicht ungiinstigstenfalls bei jedem Aufruf von add
oder set eine neue Instanz von MatrixEntry erzeugt wird! sind die Operatoren

void* MatrixEntry::operator new(size_t);
void MatrixEntry::operator delete(void*, size_t);

iiberladen. Der iiberladene Operator holt den Speicher aus einem Puffer und stellt ihn bei
Aufruf von delete wieder in den Puffer zuriick.

'Das Beschaffen von Arbeitsspeicher ist eine vergleichsweise langsame Operation.
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A.1.4 Tterative Loser — die Klasse solver

Zum Losen eines linearen Gleichungssystems Ax = b sind in der Klasse solver einige
iterative Loser implementiert. Die Fehlerschranken fiir die absoluten und relativen Fehler
und die maximale Anzahl der Iterationen konnen vor Aufruf des Losers mit den Funktionen

void solver: :setTolAbs(double x);
void solver::setTolRel(double x);
void solver::setMaxstep(int x);

gesetzt werden. solver enthilt die beiden Konjugierte-Gradienten-Verfahren:

int solver::CG( matrixBase& A, vector& x, vector& b);
int solver::CG( matrixBase& A, vector& x, vector& b, std::list<int>&);

Das zweite Verfahren unterscheidet sich vom ersten lediglich dadurch, dass die Matrix A
und die rechte Seite b auf die in der Liste angegebenen Eintrége reduziert werden. Das CG-
Verfahren terminiert, wenn der absolute Fehler klein genug ist oder die maximale Schritt-
weite erreicht wird. Riickgabewert des Verfahrens ist die Anzahl der benotigten Iterations-
schritte. Der Riickgabewert ist 0, falls die Dimensionen von A, x und b nicht iibereinstimmen.
Auflerdem ist ein BiCGstab-Verfahren (Definition siehe [45]) implementiert, sowohl ohne
Vorkonditionierer

int solver::BiCGstab( matrixBase& A, vector& x, vector& b);
int solver::BiCGstab( matrixBase& A, vector& x, vector& b,
std::1list<int>&);

als auch mit Vorkonditionierer:

int solver::PBiCGstab( matrixBase& A, vector& x, vector& b,
matrixBase& pre);

int solver::PBiCGstab( matrixBase& A, vector& x, vector& b,
matrixBase& pre, std::list<int>&);

Der Vorkonditionierer pre kann dabei eine in beliebiger Form abgespeicherte Matrix sein.
Das BiCGstab-Verfahren und das vorkonditionierte BiCGstab-Verfahren werden beendet,
falls der absolute oder der relative Fehler klein genug sind oder die maximale Anzahl an Ite-
rationsschritten erreicht ist. Riickgabewert ist wiederum die Anzahl der bendtigten Schritte.
Wird ein Verfahren aus anderen Griinden (falsche Dimensionen der Vektoren und Matrizen
oder dhnliches) beendet, so ist der Riickgabewert 0. Alle Verfahren schreiben die Losung in
den iibergebenen Vektor x.

Von groflem Vorteil ist, dass die Matrix A und der Vorkonditionierer pre lediglich als eine
Referenz auf matrixBase iibergeben werden. Dadurch funktionieren die Verfahren fiir jede
Art Matrix und jeden Vorkonditionierer; zum Beispiel ist es nicht notwendig, zum Lo&sen
der Gleichung ABx = b, wobei A und B diinn besetzte Matrizen sind, die Matrix AB zu
berechnen. Dies wire ungiinstig, da es nicht moglich ist, zwei SparseMatrix-Objekte schnell
zu multiplizieren, weil dies das Durchsuchen einer Spalte notwendig machen wiirde. Es
geniigt aber, eine von matrixBase abgeleitete Klasse zu implementieren, welche mittels der
multiply-Routine A(Bx) berechnen kann — und dies ist effizient und schnell. Ein Beispiel
dieser Art ist die Klasse NewtonMatrix, welche im Abschnitt A.3.3.3 vorgestellt wird.
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A.2 Finite Elemente

A.2.1 Datenstrukturen

Ein Finite-Elemente-Gitter besteht zunéchst einmal aus Dreiecken. Die Ecken eines Drei-
ecks sind lokal mit 0,1,2 numeriert, ebenso die Kanten, wobei die Kante i der Ecke i
gegeniiberliegt. Jeder Eckpunkt eines Dreiecks ist aber gleichzeitig noch ein Knotenpunkt
des Gitters, hat also auch noch einen globalen Index.

EConLub2D verwendet hierarchische Bisektionsgitter. Diese haben im Prinzip einen sehr
einfachen Aufbau: Man beginnt mit einer einfachen Makrotriangulierung, die aus moglichst
wenigen Dreiecken besteht. Feinere Gitter erzeugt man durch Unterteilen eines Dreiecks
in zwei Teildreiecke. Dadurch entsteht eine Baumstruktur, in der jedes Dreieck (mit Aus-
nahme der Elemente der Makrotriangulierung) ein Vaterdreieck besitzt und eventuell zwei
Kinderdreiecke.

A.2.1.1 Die Klasse Element

Herzstiick der Gitterstruktur ist die Klasse Element, welche einem Dreieck der Triangulie-
rung entspricht. Sie ist wie folgt definiert:

class Elementq{
protected:
double coord[3][2];
int node [3] ;
int nbEdgeIndex[3];

Element *nb[3]; // Zeiger auf die Nachbar-Elemente (oder NULL)
Element *child[2]; // Zeiger auf die Kinder-Elemente (oder NULL)
Element *parent; // Zeiger auf das Vater-Element

int level;

int flag;
public:

Element (double coord[3][2],int node[3], int nbEdgeIndex[3],

Element *parent, int level); // Konstruktor

“Element(); // Destruktor
// [...]

};

coord enthélt also die Koordinaten der Eckpunkte an den lokalen Indizes 0,1, 2, node[i]
speichert den globalen Index des Knotens mit dem lokalen Index i. Die Zeiger child[i] und
parent erzeugen die Baumstruktur des hierarchischen Gitters, level zeigt die Gittertiefe
eines Dreiecks an: Elemente der Makrotriangulierung haben Level 0, ihre Kinder Level 1,
USW.
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Die Nachbarschaftsbeziehungen innerhalb eines Gitters werden durch nb und nbEdgeIndex
erfasst. nb[i] zeigt auf den Nachbarn jenseits der i-ten Kante. nbEdgeIndex [i] ist der lo-
kale Index der i-ten Kante dieses Dreiecks im Nachbardreieck. Ist die i-te Kante eine Rand-
kante, so ist nb[i]=NULL, und nbEdgeIndex [i] wird dazu benutzt um Informationen iiber
die Art der Randwerte zu speichern (z.B nbEdgeIndex[i]=-1 fiir Neumann-Randdaten).
Die Informationen nb[i] und nbEdgeIndex[i] sind lediglich fiir die Elemente der Trian-
gulierung? aktuell, fiir alle anderen Elemente ist nb[1]=NULL.

Der Parameter flag wird benutzt, um den Status eines Elementes anzuzeigen. Dabei kénnen
bitweise die folgenden Zustinde an und ausgeschaltet werden:

ACTIVE Das Element ist aktiv. Aktiv sind immer alle Elemente der Triangulierung und
alle Eltern aktiver Elemente. Nicht-Aktiv sind Elemente, welche zwar noch im
Speicher vorhanden sind, fiir alle Operationen auf dem Gitter aber unsichtbar
sind.

COARSE Das Element ist fiir ein Vergrobern markiert.

REFINE Das Element ist zum Verfeinern vorgesehen.

Die Flags setzen die Bits REFINE=1, COARSE=2 und ACTIVE=4. Ist ein Element aktiv und
zum Verfeinern markiert, so ist also flag=>5.

Der Konstruktor schliellich erzeugt einfach ein Element mit den iibergebenen Werten und
f£1ag=ACTIVE. Der Destruktor 16scht auch alle vorhandenen Kinder.

A.2.1.2 Die Klasse MacroElement

Ein MacroElement ist, wie sich durch die Namensgebung schon vermuten ldsst, ein Element,
welches Teil der Makrotriangulierung ist. Um gegebenenfalls mehrere Makroelemente mit-
einander verketten zu koénnen, enthélt die Klasse zusétzlich einen Zeiger next. Ansonsten
dndert sich im Vergleich zur Klasse Element nichts:

class MacroElement : public Element {
protected:
MacroElement *next;

public:
MacroElement (double coord[3][2], int node[3], int nbEdgeIndex[3],
Element *parent, int level);
“MacroElement () ;

3
A.2.1.3 Die Klasse Mesh
Nun fehlt also nur noch eine Klasse, welche die Organisation der verschiedenen Element- und

MacroElement-Instanzen iibernimmt. Dies ist die Klasse Mesh, welche wie folgt deklariert
ist:

2Damit sind hier und spéter nur die Elemente der feinsten Zerlegung gemeint, nicht der ganze hierarchi-
sche Aufbau
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class Mesh {

protected:
int maxNumberOfNodes; // maximale Anzahl Gitterpunkte
int maxDepth; // maximale Gittertiefe
int minDepth; // minimale Gittertiefe
MacroElement *first; // erstes MacroElement

public:

Mesh(int maxNumberOfNodes, int minDepth, int maxDepth);
virtual void createMacroTriangulation();

std::1list<int> active;
std::list<int> sleeping;
std::1list<int> free;

// [...]
};

Mesh legt also maximale und minimale Gittertiefe fest, ebenso die maximale Anzahl an
Gitterpunkten. Letztere mufl nicht unbedingt mit der auf dem Level maxDepth maximal
moglichen Anzahl an Gitterpunkten iibereinstimmen — fiir adaptiv verfeinerte Gitter ma-
chen auch andere Angaben Sinn.

Mesh speichert lediglich einen Zeiger first auf das erste Element der Makrotriangulierung.
Besteht die Makrotriangulierung aus mehr als einem Makroelement, so werden die weiteren
Makroelemente mit Hilfe des Zeigers MacroElement: :next angehéngt. Es entsteht also
folgende Baumstruktur:

T
chi | d[ 0] El enent etc...
49 @)

par ent

first
o) s Gt )= ooy
T— etc...
1 T

— etc...
Macr oEl enent

—
‘next

NULL

Der Konstruktor erhilt die maximale Anzahl an Knoten, die minimale und die maximale
Gittertiefe als Parameter iibergeben. Er erzeugt die Makrotriangulierung durch Aufruf der
Funktion createMacroTriangulation(). Ist diese Funktion nicht iiberladen, so wird das
Einheitsquadrat [0,1]? C R? durch zwei Dreiecke unterteilt. Anschlieend wird das Gitter
automatisch bis zum Level minDepth verfeinert.
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Die Klasse mesh ermdglicht adaptives Verfeinern und Vergrobern des Gitters (mehr dazu im
néchsten Abschnitt). Da beim Vergrobern eines Gitters natiirlich nicht immer der Knoten
mit der momentan héchsten Indexnummer entfernt wird, ist es noétig sich zu merken, welche
Indizes gerade benutzt werden und welche nicht. Dies geschieht mit Hilfe der drei Listen
active, sleeping und free. Die Liste active speichert die Indizes aller gerade von Ele-
menten mit dem Flag ACTIVE benutzten Knoten (was allen Knoten der Triangulierung ent-
spricht), sleeping sind alle dariiberhinaus in nicht-ACTIVE Elementen vorhandenen Knoten,
free enthilt alle unbenutzten Indexnummern zwischen 0 und maxNumberOfNodes-1.

Dahinter verbirgt sich das folgende Konzept: Diskrete Funktionen U € V" werden be-
kanntlich als Vektor dargestellt, jeder Eintrag U; entspricht dem Wert der Funktion am
Knotenpunkt mit dem Index i. Werden nun beim Vergrobern Knoten entfernt, so wer-
den normalerweise die folgenden Anpassungen notig: Erstens miissen die entsprechenden
Eintrdge aus U gestrichen werden; aus einem 100-dimensionalen Vektor muss so zum Bei-
spiel ein 95-dimensionaler Vektor gemacht werden. Zweitens muss die Indexnumerierung
des Gitters dementsprechend angepasst werden. EConLub2D minimiert den notwendigen
Zeitaufwand, indem auf diese Anpassungen verzichtet wird. Dies macht es allerdings not-
wendig, dass alle verwendeten Vektoren unabhéngig von der momentanen Gittertiefe die
Dimension maxNumber0fNodes haben. Gerechnet wird dann jedoch nur mit den sich gerade
in der active Liste befindlichen Eintrédgen. Eine for-Schleife, welche alle aktiven Indizes
und die Knotenwerte eines Vektors u ausgibt, sieht zum Beispiel wie folgt aus:

list<int>::const_iterator i;
for(i=active.begin();i'!=active.end() ;++i){
cout<<i<<ul[*i];

};

Dies benétigt nicht mehr Zeitaufwand als eine normale for-Schleife. Lediglich der Speicher-
aufwand ist hoher. Dies stellt aber in der Regel kein Problem dar.

A.2.2 Routinen der Klassen Element und Mesh
A.2.2.1 Die traverse—Routine

Um auf dem Gitter arbeiten zu koénnen, ist eine Routine vonnéten, die es ermdglicht, auf
einigen oder allen Elementen eine Aktion auszufiihren. Dafiir ist

void Mesh::traverse(int tFlag, int elFlag, int maxlevel,
void (Element::*action)(void*), void* arg);

vorgesehen, welche auf allen Makroelementen die gleichnamige Funktion der Klasse Element

void Element::traverse(int tFlag, int elFlag, int maxlevel,
void (Element::*action) (void#*), void* arg);

mit den gleichen Parametern aufruft. Diese wiederum ruft rekursiv die traverse Routinen
ihrer Kinder auf und fiihrt gegebenenfalls die iibergebene Funktion action mit den Pa-
rametern arg aus. action kann eine beliebige, in der Klasse Element definierte Funktion
sein, die einen Parameter vom Typ void* erwartet und void als Riickgabewert hat.
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Die genaue Arbeitsweise der Element: : traverse Routine wird durch die Parameter tFlag,
elFlag und maxlevel bestimmt. Immer gilt, dass die Aktion action nur dann durchgefiihrt
wird, wenn in dem entsprechenden Element der Flag elFlag gesetzt ist und das Element
hochstens Gittertiefe maxlevel hat.

Der Parameter tFlag kann die Werte PREFIX, POSTFIX, LEVEL und LEAVES annehmen.
Dabei bedeutet:

PREFIX: action wird zuerst in einem Vaterelement ausgefiihrt, danach in den Kin-
derelementen

POSTFIX: action wird zuerst in den Kinderelementen ausgefiihrt, danach im Vater-
element.

LEVEL: action wird auf allen Elementen der Gittertiefe maxlevel durchgefiihrt.

LEAVES: action wird auf allen Elementen durchgefiihrt, die keine aktiven Kinder
haben (child[i] ist entweder NULL oder nicht ACTIVE) .

Als Beispiel sei hier die Implementation von PREFIX angegeben:

void Element::traverse(int tFlag, int elFlag, int maxlevel,
void (Element::*action) (voidx*), void* arg){
switch(tFlag){
case PREFIX:
if (elFlag&flag){(this->*action) (arg);};
if (child[0] && level<maxlevel){
child[0]->traverse(tFlag,elFlag,maxlevel,action,arg);
child[1]->traverse(tFlag,elFlag,maxlevel,action,arg);
};
break;
// [...]
};
};

A.2.2.2 Verfeinern und Vergriébern des Gitters

Um ein Dreieck durch Bisektion in zwei Kinderdreiecke zu unterteilen, wird der Mittelpunkt
einer Kante als neuer Eckpunkt der beiden Kinder gewéhlt. Die solchermaflen unterteilte
Kante wird auch Verfeinerungskante des Dreiecks genannt. Es stellt sich also die Frage,
welche Kante eines Dreiecks als Verfeinerungskante zu wihlen ist. Dabei muss verhindert
werden, dass die gleiche Kante mehrfach hintereinander unterteilt wird, da so extrem spitze
Dreiecke entstiinden. Auflierdem ist es a priori nicht gegeben, dass die Verfeinerungskante
eines Dreiecks auch die Verfeinerungskante des ebenfalls zu unterteilenden Nachbardreiecks
ist — eine Verfeinerung ist aber nur bei einer gemeinsamen Verfeinerungskante moglich.

Die von EConLub2D zum Unterteilen verwendete Methode Element::recursiveRefine
geht deshalb wie folgt vor: sie testet zunéchst, ob eine gemeinsame Verfeinerungskante
mit dem Nachbarn vorliegt. Ist dies nicht der Fall, so wird zunéchst das Nachbardreieck
unterteilt. Anschliefend wird das Dreieck selbst unterteilt.

Damit dies reibungslos funktioniert, ist es notwendig zu garantieren, dass nach nur einer
Unterteilung des Nachbardreiecks eine gemeinsame Verfeinerungskante vorliegt. Dies wird
durch die folgenden Regeln erreicht:
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e Die Kante mit dem lokalen Index 2 ist die Verfeinerungskante.

e Ein neu eingefiigter Knoten bekommt in den neuen Elementen den lokalen Index 2.

Die folgende Abbildung zeigt die Verteilung der lokalen Indizes beim Unterteilen eines
Elementes. Die schwarzen Zahlen sind die lokalen Indizes des Elementes, die griinen Zahlen
die lokalen Indizes der beiden Kinderelemente.

child[ 1] chi 1 d[ 0]

1

Die Funktion recursiveRefine lautet also wie folgt:

void Element::recursiveRefine(void *arg){
if (nb[2] && nbEdgelIndex[2]!=2){ // gleiche Verfeinerungskante 7
nb[2]->recursiveRefine(arg);
s
if(nb[2]){bisectInteriorEdge(arg);} // Randelement 7
else{bisectBorderEdge (arg);};
s

Das Unterteilen der Dreiecke selbst erledigen die Methoden bisectInteriorEdge (fiir Kan-
ten im Inneren des Gebietes) und bisectBorderEdge (fiir Kanten am Rand des Gebietes).

Es ist theoretisch mdoglich, dass der rekursive Algorithmus nicht terminiert — und bei der
Suche nach zwei Dreiecken mit gemeinsamer Verfeinerungskante in eine Schleife gerit (wenn
z.B in einem Sechseck aus sechs Dreiecken jeweils die im Uhrzeigersinn liegende Kante
Verfeinerungskante ist). Dies kann aber nur geschehen, wenn eine solche Schleife auch schon
in der Makrotriangulierung moglich ist — und kann daher leicht vermieden werden.

Die Klasse Mesh stellt die folgenden Funktionen zur Verfiigung, welche das Verfeinern und
Vergrobern des Gitters managen. Zunéchst einmal die beiden Routinen

void Mesh: :markAllForRef ();
void Mesh: :markAllForCoa();

welche alle Elemente ohne Kinder (genauer: ohne Kinder, die als ACTIVE markiert sind)
mit Hilfe der Flags REFINE und COARSE zum Verfeinern bzw. Vergrobern markieren. Zum
Verfeinern gibt es die Routine

void Mesh: :refineMesh(vector* v1=NULL, vector* v2=NULL);

welche alle mit REFINE markierten Elemente mit Hilfe der oben vorgestellten Funktion
recursiveRefine verfeinert. Dariiber hinaus kénnen refineMesh noch bis zu zwei Vekto-
ren iibergeben werden, welche Funktionen aus dem Finite-Elemente-Raum V* darstellen.
Beim Verfeinern werden diese automatisch an das neue Gitter angepasst. Die Funktion
refineMesh ist also ein Zweizeiler:
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void Mesh::refineMesh(vector* vl,vector* v2){

RefineStruct rs;rs.mesh=this;rs.vil=vl;rs.v2=v2;

traverse (LEAVES, REFINE, maxDepth-1, &Element::recursiveRefine, &rs);
};

In der ersten Zeile werden die Parameter zu einem struct zusammengefasst, da sie der
traverse-Routine als void* iibergeben werden miissen. Der dafiir nétige RefineStruct ist
in structs.h definiert. Der Aufruf von traverse in der zweiten Zeile bewirkt, dass auf allen
mit REFINE markierten Elementen ohne Kinder recursiveRefine aufgerufen wird. Ein
Verfeinern tiber Level maxDepth hinaus wird verhindert, da die maximale Gittertiefe, auf
der noch ein recursiveRefine durchgefiihrt wird, maxDepth-1 ist. Nachdem ein Element
verfeinert ist, werden die REFINE Flags automatisch entfernt.

Ahnlich funktioniert

void Mesh: :refineTolLevel(int level, vector* v=NULL, vector* v2=NULL);

Hier werden alle Teile des Gitters, welche noch nicht fein genug sind, bis zur Tiefe level
verfeinert.

Fiir eine Vergroberung des Gitters ist die Funktion

void Mesh: :coarseMesh();

zusténdig. Vergroberung kann in einem hierarchischen Gitter wie Mesh ganz einfach statt-
finden, indem die beiden Kinder eines Elements entfernt werden. Es kénnen daher nur
ganz bestimmte Gitterpunkte entfernt werden, da ein Zusammenfassen zweier beliebiger
benachbarter Dreiecke zu einem neuen Dreieck nicht ohne Verénderung der gesamten Git-
terstruktur moglich wére. coarseMesh entfernt einen Gitterpunkt, falls alle davon betrof-
fenen Dreiecke mit COARSE markiert sind und passt die Nachbarschaftsinformationen im
Gitter dementsprechend an. Die dann {iberfliissigen Elemente werden aber nicht gelGscht,
sondern sind lediglich nicht mehr ACTIVE, die Indexnummer des entfernten Knotens wandert
also von der active-Liste in die sleeping-Liste. Wird eine vergroberte Stelle spéter wieder
verfeinert, dann erzeugen die Routinen bisectBorderEdge und bisectInteriorEdge keine
neuen Elemente, sondern wecken lediglich die schlafenden Kinder wieder auf.

Wie bei REFINE so gilt auch hier, dass alle COARSE Flags nach Aufruf von coarseMesh
entfernt sind.

Endgiiltig entfernt werden alle schlafenden Elemente mit der Funktion

void Mesh: :deleteSleepers();

Nach Aufruf dieser Funktion sind alle Elemente des Gitters, die vorher nicht ACTIVE waren,
geloscht. Die sleeping-Liste ist also leer, alle moglichen Indexnummern sind entweder in
free oder in active enthalten.
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A.3 Lo6sen der Diinne-Filme-Gleichung

A.3.1 Das Anfangs-Randwert-Problem

Die Klasse Problem stellt einen Entropie-konsistenten Loser fiir die Diinne-Filme-Gleichung
zur Verfiigung. Die Funktion void Problem::solve() 1ost auf Q = [0,1]%, I = (to,T) das
kontinuierliche Anfangs-Randwertproblem:

noyu — div(m(u)Vp) = q(u) in I x Q,
p=—sAu+w,(u,x)in I xQ,
ou Op (A1)
E—E—Oaufaﬁxl,
u(0,.) = up in Q.

Dabei sind 71,¢ > 0 beliebige positive Konstanten und die Mobilitét m(u) ist gegeben als

m(u) = cu™, n>0. (A.2)

Zur Vereinfachung der Rechnung und zur Stabilisierung 16st solve allerdings nicht dieses
Problem, sondern ein reskaliertes mit den dimensionslosen Groéfien:

.z - U - Vot
= — =—, t=—. A3
Die Skalierungsparameter lg, hg, Vo werden dabei bestimmt durch
nVohy "
l(] = l, ho = ug, — 3 = 1, (A4)
Q e’s
wobei € = ]Z—g ist. Das reskalierte, dimensionslose Problem auf Q = [0,1]? und I = (%, Tl_f)/o)
lautet also
Ot — div(ca"Vp) = ¢(@) in T x Q,
p=—Au+ws(a,z) in I xQ,
ou  Op - (A.5)
— == foQ x I
% = 95 0 auf 90 x I,
ﬂ(o,i‘) = UO(ZO-%) in Q,
mit Funktionen
h3—n
Se
1
w(a,x) = g?w(ho&,loj). (A7)

Dadurch ist es moglich alle Probleme auf dem Gebiet [0,1] zu rechnen. Auflerdem ver-
schwinden die Konstanten 7 und ¢ aus der Rechnung. Es miissen lediglich die rechte Seite
und das Potential entsprechend angepasst werden.
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A.3.2 Parameter und Anfangsdaten

Die Parameter tg,T,1,7n,s,n und ¢ werden mit Hilfe der folgenden Funktionen der Klasse
Problem gesetzt:

void setStartT(double); Anfangszeit ¢

void setT(double); Endzeit T

void setLength(double); Gebietsgrofle [

void setEta(double); Viskositit 7

void setSigma(double); Oberflachenspannung ¢
void setMn(double); Mobilitats-Exponent n
void setMc(double); Mobilitats-Koeflizient ¢

Fiir die Funktionen ¢, w und wg stehen eigene Basisklassen rhs, potential und initial
zur Verfiigung. Mit

void setInitialValue(initialx);
void setRHS(rhs*) ;
void setPotential (potentialx);

werden in der Klasse Problem die entsprechenden Zeiger gesetzt. Diese Basisklassen sehen
im einzelnen wie folgt aus:

A.3.2.1 Anfangswerte: initial

Die Deklaration der virtuellen Basisklasse initial lautet:

class initial{
public:

initial ) {};

virtual double f(double x1,double x2)=0;
};

Um eigene Anfangsdaten zu implementieren, muss also eine von initial abgeleitete Klasse
benutzt werden. Die folgende einfache Klasse constant erzeugt zum Beispiel einen Film
mit der konstanten Anfangshthe height:

class constant:public initial{
protected:
double height;
public:
constant (double h){height=h;};
double f(double x1, double x2){return height;};
};

Um nun also eine Rechnung mit den Anfangsdaten ug(z) = 1 durchzufiihren, schreibt man
im Hauptprogramm:
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Problem p;
constant c(1.0);
p.setInitialValue(&c);

Die notwendige Skalierung der Anfangsdaten wird von solve automatisch vorgenommen,
dies muss die Klasse initial nicht beriicksichtigen.

A.3.2.2 Die Klasse potential

Die Basisklasse potential, die im Gegensatz zur Basisklasse initial nicht rein virtuell ist,
sondern, falls sie nicht iiberladen ist, das Potential w = 0 darstellt, ist wie folgt definiert:

class potential{

public:
potential (){};
virtual void setScaling(double factor, double scalU, double scalX){};

virtual double Wuplus(double u, double x, double y){return 0;};
virtual double Wuminus(double u, double x, double y){return 0;};

virtual double DWuplus(double u, double x, double y){return 0;};
}s;

Das Potential w(u,z) wird dabei durch w = w™ + w™ in eine in u konvexe Funktion w™
und eine in v konkave Funktion w™ aufgeteilt. Die in potential deklarierten Funktionen
stellen allerdings nicht w dar, sondern die dimensionslose Version w. Genauer gilt:

h

Wuplus(@, 1, 72) = W05 (@, %) = —-wh (hot, lo),
b 8 g b
h
Wuminus(d, &1, &2) = 04 (4, ) = —-wy, (hot, loE), (A.8)
) g g ?
h2
DWuplus(ii, &1, 2) = W 5y (@, &) = iwzu(hoﬂ, loZ).

Die Funktion setScaling wird von solve() nach Berechnung der Skalierung einmal auf-
gerufen und iibergibt potential die Werte (CZ—%, ho, o).

Die Funktionsweise wird im folgenden Beispiel veranschaulicht: Sei w ein von x unabhéngi-
ges Lennard-Jones-Potential, gegeben durch

Damit ist also
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Dann muss gelten:

Wuplus(i, &1, 32), = —8B,i "’
A
Wuminus(a, Z1,22), = 6—8 T (A.9)
™

und die Groflen A; und Bs werden durch setScaling wie folgt bestimmit:

a a

setScaling(a,b,c){As = b_3A’ B, = b_gB}

Die Klasse LJ ist eine Implementation dieses Grenzflidchenpotentials, ihr Konstruktor erhélt
die Werte von A und B iibergeben:

LJ::LJ(double A, double B);

Um numerische Stabilitét zu gewéhrleisten (w ist singulér in u = 0), ist nicht (A.9) imple-
mentiert, sondern eine Naherung W von w:

- - {w(a) falls a > ¢, (A.10)

W(e) + (@ — e)a(e) + 3(i — €)* b ga(e) falls @ < e.

Damit ist sichergestellt, dass W auf ganz R definiert ist. Der Parameter ¢ wird von der
Klasse LJ selbst bestimmt und betrégt

1 /487 Bs 1 P
€= - = —argmin{W(u)}.
VT et

A.3.2.3 Inhomogene Substrate

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit EConLub2D Potentiale fiir inhomogene Substrate zu imple-
mentieren. Die erste Moglichkeit ist, die oben beschriebene Klasse potential zu iiberladen
und bei der Implementierung der Funktionen Wuplus, Wuminus und DWuplus die Inhomo-
genitdt mit zu beriicksichtigen.

Fiir Gebiete 2 = Ule ; und ein Potential
w(u,z) = w®(u), falls z € Q,

welches sich aus verschiedenen Potentialen w(?) (u) zusammensetzt, gibt es noch eine weitere
Moglichkeit. Zunéchst konnen mit Hilfe der Basisklasse patch die verschiedenen Teilgebiete
Q; definiert werden. Dazu muss in der Klasse

class patch{
public:
patchO{%};
virtual bool isPatch(double x1,double x2){return true;};

};
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lediglich die Funktion isPatch iiberladen werden. Diese gibt true zuriick, falls der Punkt
(x1,%2) zum durch patch dargestellten Gebiet gehoren soll, ansonsten false. Wie aus der
Definition ersichtlich, stellt die Basisklasse patch selbst das ganze Gebiet dar, da immer
true zuriickgegeben wird.

Die von patch abgeleitete Klasse circle stellt zum Beispiel einen Kreis mit Mittelpunkt
(Mx,My) und Radius R dar:

class circle:public patch{
protected:
double R,Mx,My;
public:
circle(double r,double mx,double my){R=r;Mx=mx;My=my;7};

bool isPatch(double,double){
if (pow (x-Mx,2) +pow (y-My,2)<=pow(R,2)) return true;
return false;
};
};

Nun kann die von potential abgeleitet Klasse inhomogen genutzt werden, um aus den
verschiedenen Flicken ein Potential zusammenzusetzen. Dazu steht die Funktion

void inhomogen::addPatch(patch* pat,potential* pot);

zur Verfiigung, welche festsetzt, dass das Potential inhomogen auf dem durch *pat definier-
tem Gebiet das Potential *pot annimmt. Werden inhomogen durch addPatch mehrere sich
iiberlagernde Flicken iibergeben, so ist immer der zuletzt iibergebene patch der entschei-
dende (er liegt sozusagen oben). Um also auf Q = [0, 1]2 das Potential

‘ 11
w(u,x):{o ) fallsxGBi ((3.3)),

—2 —8 .
—Ru T+ Bu sonst.

zu definieren, schreibt man:
Problem p;
p.setLength(1.0);

inhomogen inh;

LJ pot1(A,B); patch patil;
inh.addPatch(&patl,&potl);

potential pot2; circle pat2(0.25,0.5,0.5);
inh.addPatch(&pat2,&pot2) ;

p.setPotential (&inh);
Man sieht, dass es also nicht nétig ist, das Gebiet Q\ Bi ((3,3)) zu definieren. Es reicht
4
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aus, zuerst auf dem ganzen Gebiet ein Potential festzulegen und dieses dann auf einem
Teilgebiet zu iiberschreiben?®.

A.3.2.4 Die Klasse rhs

Ahnlich wie potential ist die Klasse rhs strukturiert, welche die rechte Seite der Differen-
tialgleichung definiert:

class rhsq{

public:
rhs O{};
virtual void setScaling(double factor,double scalU){};
virtual double f(double){return 0;};

};

Auch hier wird setScaling einmal von solve aufgerufen, diesmal mit den Parametern
3—n
(h0 hg). Als Riickgabe wird

§64 I

erwartet. Der Stabilitédt des Verfahrens wegen darf die Funktion rhs: :f keine Singularitét
in R haben. Falls die Funktion g eine solche hat, muss eine Ndherung () fiir ¢ implementiert
werden, welche ohne Singularitit auskommt.

A.3.3 Die Funktion solve() im Detail

A.3.3.1 Beschreibung des Algorithmus — Verfahren und Fehlerschranken

solve() 16st das Anfangs-Randwertproblem (A.1) mit Hilfe von Schema 3.2.2. In der No-
tation aus Kapitel 3 ist also in jedem Zeitschritt eine Nullstelle der Gleichung

UM = UF 4 m M LU (M LU

+LM$WHU+QWUWQ:nM%QwHH(An)

gesucht®. Diese bestimmt man wie folgt. Zunéchst einmal setzt man U0k+1 = U* und be-
stimmt mittels einer Fixpunktiteration U Zlfll durch

1 _ -
U - U MO (M UK

+ DU + TV, (U8) = TQUEY). (A12)

SIntern regelt inhomogen dies dadurch, dass zuerst die isPatch Routine des zuletzt iibergebenen patch
iiberpriift wird.

“Um die Schreibweise iibersichtlich zu halten, wird ab jetzt auf die Akzente ~ verzichtet, obwohl (A.11)
die Losung des dimensionslosen Problems berechnet.
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Man setzt Uk = Uikfll als Losung des nichsten Zeitschritts, falls

HUﬁrll — UF| <to1SVD  oder i > maxstepS. (A.13)

Die Losung von (A.12) wird mit Hilfe eines Newton-Verfahrens mit Armijo-Schrittweiten-
steuerung (siche [30]) bestimmt, das heifit man setzt UFT, = UF! und bestimmt die

i+1,0
Newton-Suchrichtung Y} durch Losen des Gleichungssystems

k+1 k+1
DB(UZ,)Y; = B(USH)- (A.14)
Nun setzt man
k+1 k+1
Uity = Uit + ™Y,

wobei § = % gewdhlt wurde und m € Ny die kleinste Zahl ist, so dass

1
HB(Ufﬁ{jH)H <(1- Eﬂm)HB(UﬁE{])H und m < maxstepNs (A.15)

gilt. Der Vektor B ist fiir X € R” definiert durch

B(X) := —%H(X — UM +7,QUF )

— ML Uk (Mh—thX +TWEH(X) + IhW,;(U’“)> (A.16)
und die Matrix DB(X) = diXB(X) durch

1 d
DB(X) := — Id+M, LY Uk (Mhth + d—XIth;(X)> . (A.17)

Das Newton-Verfahren wird beendet und U, Z-]‘fll = Uﬁﬁb 41 gesetzt, falls

Jj > maxstepN (A.18)

oder die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

|Y;| < tolNxVD, (A.19)
IBUSH 41)|l < tolNbAbs  oder [|B(USHL )|l < tolNbRel|B(US ). (A.20)

Die in (A.13), (A.15), (A.18), (A.19) und (A.20) verwendeten Parameter konnen im main
Programm mit Hilfe der Funktionen

void Problem: :setTolS(double);
void Problem: :setTolNx(double);
void Problem: :setTolNbRel (double);
void Problem: :setTolNbAbs(double);
void Problem: :setMaxstepN(int);
void Problem::setMaxstepNs(int) ;
void Problem: :setMaxstepS(int);
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festgesetzt werden. Zum Lésen des Gleichungssystems (A.14) benutzt solve das in der
Klasse solver definierte PBiCGstab-Verfahren, der verwendete Vorkonditionierer &hnelt
dem von Bramble, Pasciak und Xu [9] entwickelten und wird in Abschnitt A.3.3.4 genauer
beschrieben. Mit

void Problem: :setTolIAbs(double);
void Problem: :setTolIRel(double);
void Problem: :setMaxstepI(int);

konnen maximaler absoluter Fehler, maximaler relativer Fehler und die maximale Anzahl
an Iterationsschritten fiir das PBiCGstab-Verfahren festgelegt werden.

A.3.3.2 Adaptivitidt in Raum und Zeit

solve() berechnet die Zeitschrittweite 7441 nach einer Idee von Griin und Rumpf [21] auf
die folgende Art und Weise: Zunéchst einmal wird der Druck

P* =M, 'L, UF + W (UF) + T, W, (UP) (A.21)
bestimmt, anschlieend wird fiir jedes E € 7;, der Wert

mUEE) 7 ph(BY,  falls UR(E) > 0
'U(E): Uk(E) | ( )|1 alls ( ) )

0 sonst

(A.22)

berechnet. Dabei bezeichnet W(E) den Mittelwert von U* auf E. Da P* stiickweise linear
ist, ist VP* konstant auf jedem Dreieck. Die |.|; Vektornorm ist fiir € R? definiert durch
|z|y = S22, |2i|. Die Zeitschrittweite 744, berechnet sich nun fiir k > 1 als

h Ctau
vmin + min{maxge7, v(E), vmax}’

Th+1 = (A.23)

Dabei ist h die Gitterweite des feinsten Levels und die Werte von Ctau, vmin, vmax konnen
mit Hilfe von

void Problem: :setTStepControl(double Ctau, double vmin, double vmax);

gesetzt werden. Im ersten Zeitschritt wird immer 7 = % gewahlt und solve rechnet
auf einem bis zur maximal moglichen Gittertiefe bzw. Knotenanzahl verfeinerten Gitter.
Die maximale Gittertiefe maxdepth, die minimale Gittertiefe mindepth und die maximale
Knotenanzahl maxdim des von solve verwendeteten Mesh werden im Hauptprogramm mit

Hilfe der Routine

void Problem::setMesh(int maxdim, int mindepth, int maxdepth);
vor dem Aufruf von solve() festgelegt. Falls maxdepth#mindepth ist, so wird das Gitter
vor jedem weiteren Zeitschritt angepasst. Dazu wird auf jedem Dreieck der Triangulierung

die Funktion
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void Element::adaptMesh(voidx*);

ausgefiihrt, welche entscheidet, ob das Element mit Hilfe der Flags REFINE oder COARSE zum
Verfeinern oder Vergrobern markiert wird. Dabei wird das folgende Kriterium benutzt:

e Falls ein Nachbardreieck F von E existiert, so dass die euklidische Norm der Differenz
der Gradienten

|VU*(E) — VU*(E)| > adapMax
ist, so wird E zum Verfeinern markiert.

e Falls fiir alle Nachbardreiecke E von E gilt, dass
|VU*(E) — VU*(E)| < adapMin
ist, so wird E zum Vergrébern markiert.
Die Werte von adapMin und adapMax konnen mit
void Problem: :setAdaptivity(double adapMin, double adapMax) ;

bestimmt werden. Nachdem so alle Elemente markiert sind, wird das Gitter durch Aufruf
von refineMesh und coarseMesh an den entsprechenden Stellen verfeinert und vergrobert.
Pro Zeitschritt wird ein Dreieck hochstens einmal verfeinert oder vergrobert. Anschlieend
wird die Losung U**! des neuen Zeitschritts ausgerechnet.

A.3.3.3 Aufstellen des Linearen Gleichungssystems

Um die Matrix DB aus (A.17) berechnen zu kénnen, benétigt solve Routinen, welche die
auftretenden Matrizen My, Ly, und LY (U) berechnen. Am Beispiel der Matrix

Ly = ( / wiwj)D (A.24)

ij=1

soll das generelle Vorgehen deutlich gemacht werden. Der ij-te Eintrag dieser Matrix (¢ und
j sind hier die globalen Gitterpunkte der Knoten) berechnet sich durch

(Ln)ij = /E Voi(x)V;(x)de.

EeT,

Um diese Matrix aufzustellen, miissen also auf jedem Element F der Traingulierung 7y
die Integrale [, V¢;(x)V¢;(x)dx berechnet und zum ij-ten Eintrag hinzuaddiert werden.
Sei dazu E das Referenzdreieck mit den Eckpunkten (1,0), (0,1),(0,0) und die Abbildung
f: E — E sei gegeben durch f(Z) = Az + b. Dann lauten die Basisfunktionen auf E:
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und die Eintrége berechnen sich nun leicht aus
/ Voot Vonogery du: = / (ATTV G, ATV )| det Aldz, k1€ {0,1,2}.
E E

Fiir rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke vereinfacht sich die Berechnung nochmals deut-
lich, da dann A='A~T|det A| = Id ist. Das generelle Vorgehen ist nun, mit Hilfe der
traverse-Routine auf jedem Element eine Funktion auszufiihren, welche die Eintréige be-
rechnet und zu einer mit Hilfe des void* Parameters iibergebenen Matrix hinzuaddiert.
Um die notigen Matrizen, Vektoren u.&. iibergeben zu kénnen, ist in structs.h der folgende
struct definiert:

struct TraverseStruct {
Problem* problem;
void* argl; void* arg2; void* arg3;

};

welcher neben einem Zeiger auf die Klasse Problem, Zeiger auf bis zu drei weitere, beliebige
Objekte enthalten kann. Die von traverse aufgerufenen Funktionen weisen diesen voidx
Zeigern dann wieder einen Typ zu. Es ist daher wichtig, dass die richtigen Argumente
iibergeben werden, da Fehler an dieser Stelle erst zur Laufzeit des Programms bemerkt
werden.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die vorhandenen Callbacks und die erwarteten
Argumente. argl enthélt immer einen Zeiger auf das zu berechnende Objekt, arg2 und arg3
weitere zur Berechnung noétige Argumente.

Name der Funktion berechnet argl arg?2 arg3
void assembleMh(void*) My, vector - -
void assembleMhLh(void*) Mh_th SparseMatrix | vector M), -
void assembleMhLhM(voidx*) M,;lLfl”(U) SparseMatrix | vector M;, | vector U
void assembleWuplus(voidx*) Wi (U) vector vector U -
void assembleWuminus(voidx*) W, (U) vector vector U -
void assembleDWuplus(void+) | LT, W (U) vector vector U -
void setInitialValue(voidx) U° vector double [ -
void timestepcontrol(void#) | maxgeT;, v(E) double vector U | vector P

Man beachte, dass die Matrizen M}, und %IhW;j(U ) als vector abgespeichert abgespei-
chert werden konnen, da sie Diagonalgestalt haben.

Beispiel: Der folgende Code berechnet die Matrix M), auf einem Gitter der Tiefe 10 (Ein
solches Gitter benotigt 1089 Stiitzstellen) und speichert die Diagonale im vector v ab.

Mesh m(1089,10,10)

vector v(1089);

TraverseStruct ts; ts.problem=&this; ts.argl=&v;
m.traverse (LEAVES,ACTIVE,10,&Element: :assembleMh,&ts) ;

Die auf diese Art und Weise berechneten Matrizen werden nun benutzt, um das Gleichungs-
system (A.14) aufzustellen. Um die Matrix

1 d
DB(X) := — 1d+M, LY Uk (Mh—th + d—XZth;(X)> (A.25)
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nicht explizit ausrechnen zu miissen, was sehr zeitaufwendig wéire, da zwei diinn besetz-
te Matrizen multipliziert werden miissten, wird eine von matrixBase abgeleitete Klasse
benutzt. Diese stellt allgemein Summen der Form

1

Z1d+A(B + D)

-
dar, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Ihre Definition lautet
class NewtonMatrix:public matrixBase{

protected:
int dim;

matrixBase *A, *B;
double tau;
vector *D;

public:
NewtonMatrix(int dim){this->dim=dim;};

void set(matrixBase* A, matrixBase* B, vector* D, double tau){
this->A=A; this->B=B; this->D=D; this->tau=tau;
};

vector& multiply(vector& x, vector& lsg, std::list<int> &nl);
int getNQO{return dim;};
};

Entscheidend ist, dass die Klasse lediglich Zeiger auf die anderen Matrizen abspeichert,
dadurch also so gut wie kein zusétzlicher Speicheraufwand nétig ist. multiply nutzt die
multiply-Routinen der Matrizen A und B, um den Vektor %x + A(Bx + Dz) zu berechnen.

Damit hat die Klasse NewtonMatrix alle Fahigkeiten, die ein Loser der Klasse solver
von einer Matrix verlangt, das Gleichungssystem kann also ohne weiteren Aufwand gelGst
werden.

A.3.3.4 Effizientes Losen des Gleichungssystems — BPX Vorkonditionierer

Die Idee des von Bramble, Pasciak und Xu [9] entwickelten Vorkonditionierers ist die fol-
gende: Gegeben sei eine Triangulierung 73 mit Gitterweite A und ein dazugehoriger Finite-
Elemente-Raum V". Gesucht ist nun eine Losung X € V" des Problems

AX =B (A.26)

mit einem Operator A : V* — V" und einer rechten Seite B € V". Nun konstruiert man
eine Folge von Triangulierungen 73, zu verschiedenen Gitterweiten h; mit dazugehorigen
Finite-Elemente-Raumen

vhhcvhc...cvht =vh, (A.27)

113



ANHANG A. ECONLUB2D -DOKUMENTATION

und bezeichnet mit A; : VM — V™ die Restriktion von A auf V. Ein geeigneter Vorkon-
ditionierer C' ist definiert durch

L
1
CX =3 oy 2 (Xw)e (A.28)

1=0 17 qer

Dabei ist I; die zu 7}, gehorige Knotenindexmenge und {(pé}ie 1, €ine Basis von Vi ) ist
eine Néherung fiir den Spektralradius o(A4;).

Die Anwendung dieses Vorkonditionierers bietet sich deshalb an, da durch den hierarchi-
schen Aufbau der Klasse Mesh eine Folge von Triangulierungen gegeben ist, deren zugehorige
Finite-Elemente-Réaume (A.27) erfiillen. Der von EConLub2D zur Verfiigung gestellte BPX-
Vorkonditionierer konstruiert aus dem verwendeten Gitter eine Folge von Triangulierungen
wie folgt: Zu 0 < [ < maxDepth sei Thl die Triangulierung, welche man durch Weglassen
aller Elemente von Mesh mit level > [ erhélt. Dann formen die zu Thl gehorigen Finite-
Elemente-Réume Vlh eine Folge

V' C V' C - C Vipepen = V" (A.29)

Man beachte, dass fiir [ > minDepth nicht notwendigerweise alle in Thl enthaltenen Drei-
ecke Gittertiefe | haben, da das Gitter wegen der Adaptivitdt nicht an allen Stellen bis
zur maximalen Gittertiefe verfeinert sein muss. Dies macht eine Anpassung von (A.28)
notwendig. Dazu sei die Indexmenge I} definiert als die Menge aller Knotenindizes 7, wel-
che in einem Element aus 7! mit level=[ im Gitter vorkommen. Damit enthilt {!};c Iy

genau die Basisfunktionen goé, welche nicht schon in der Basis {Cpifl}z’elbl des gréberen
Finite-Elemente-Raums enthalten sind. Der Vorkonditionierer ist nun definiert durch

maxDepth
1
CX = — X, oh)eh. A.30

Wie bereits in Abschnitt A.1.4 gesehen, sind Vorkonditionierer von der Klasse matrixBase
abgeleitet. Die in bpx.h definierte Klasse BPX ist also ebenfalls vom Typ matrixBase. Es
ist daher nicht nétig, explizit die Matrix C' zu berechnen, die durch (A.30) gegeben ist. Es
muss lediglich die BPX: :multiply Routine entsprechend iiberladen werden. Diese arbeitet
wie folgt:

In einem ersten Durchgang (First Pass) werden die L2-Skalarprodukte (X, !) berechnet.
Auf dem feinsten Gitter ’];f werden diese Werte nidherungsweise mit Hilfe der Formel

(X,0F) =D X(ef i) = Y X(08 00 n = (Mp)a X, (A.31)
JelL, JelL,

bestimmt. Die Werte auf den groberen Gittern werden daraus rekursiv berechnet, sich die
Basisfunktionen goé_l als Linearkombination von Basisfunktionen Lpé- des feineren Gitters
schreiben lassen.

In einem zweiten Durchgang (Second Pass) werden nun diese soeben berechneten Werte ge-
nutzt, um die Darstellung von C'X in der Basis {golL }ier, des feinsten Gitters zu berechnen
(dies entspricht dem Vektor CX € V"), Begonnen wird auf dem grébsten Gitter. Zunéchst
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werden die Vorfaktoren der ! berechnet. Dann wird, wiederum unter Ausnutzung der Tat-
sache, dass sich die Basisfunktionen des groberen Gitters durch eine Linearkombination von
Basisfunktionen des feineren Gitters ausdriicken lassen, die Summe ), [; Aus (A.30) elimi-
niert, indem die Vorfaktoren der ¢} entsprechend angepasst werden. Dies wird fortgesetzt,
bis nur noch die Summe iiber I, iibrig bleibt. Die Vorfaktoren der goiL bilden die gesuchte
Darstellung. Fiir den Spektralradius A\; wird dabei die Ndherung

(A.32)

benutzt.

Um eine solche multiply-Funktion durchfithren zu kénnen, muss die Klasse BPX wissen,
welche Knotenpunkte zu den Gittern T}f gehoren. Auflerdem muss BPX wissen, aus wel-
chen Basisfunktionen des feinsten Gitters sich eine Basisfunktion des gréberen Gitters zu-
sammensetzen lésst, also iiber Nachbarschaftsinformationen verfiigen. Zusétzlich benétigt
man geniigend Speicherplatz, um alle Werte (X, <pﬁ) abspeichern zu koénnen, also genau

’l“stepth |I}| Eintriige. Dies alles muss bereits vor dem Aufruf von multiply bereitgestellt

werden, eine Aufgabe, die vom Konstruktor iibernommen wird.

Die Definition der Klasse BPX lautet:

class BPX : public matrixBase{

protected:
Mesh* mesh;
Problem* pb;
double tau;
vector* mh;

BPXEntry** nodeListRef;
BPXEntry** nodeListOnLevel;

public:
BPX(Mesh* mesh,Problem* pb,double tau,vector* mh);
“BPXQ);

vector& multiply(vector& x, vector& lsg, std::list<int> &nl);

// [...]
};

Der Konstruktor erhélt Zeiger auf das zu verwendende Gitter, auf die Klasse Problem, von
der aus solve() den Konstruktor aufruft, die Zeitschrittweite 7 (notig zum Berechnen der
Eigenwerte), und auf die verdichtete-Massen-Matrix M}, iibergeben. Auflerdem baut der
Konstruktor die folgende Datenstruktur auf:
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—;(BPXEnt ry HBPXEnt ry
A;(BPXEnt ry HBPXEnt ry

BPXEntry

=

lllll/ﬁ\|

' BPXEntry

maxDept h '

BPX: : nodelLi st OnLevel

BPX: : nodelLi st Ref

Fin BPXEntry ist dabei eine Klasse, welche die folgenden Daten enthélt:

class BPXEntry{

protected:
BPXEntry* next;
int node; // Indexnummer des Knotens
int parent([2]; // Indexnummern der benachbarten Knoten
double* value; // Array
int kmax; // maximale zugehdrige Gittertiefe
// [...]
s

Fiir jeden Knoten des Gitters existiert in der obigen Struktur genau ein BPXEntry. Die
Liste nodeListRef zeigt, welche Indexnummer wo zu finden ist, das heif3t nodeListRef [i]
zeigt auf das BPXEntry mit node==i. Sortiert sind die BPXEntry-Instanzen nach dem fol-
genden Prinzip: Ein Knoten i, der in allen Indexmengen I fiir kmin< [ <kmax vorkommt,
wird unter nodeListOnLevel [kmin] angehéngt. Der Vektor value erhilt dabei die Linge
kmax-kmin+1. Auf diese Art und Weise erhiilt man insgesamt Y7o P°" |If| freie Felder.
Diese werden im First Pass genutzt, um die Werte der Skalarprodukte (X, cpﬁ) zu speichern
und im Second Pass zum Speichern der Vorfaktoren der ¢!.

A.3.4 main.cpp — ein Beispiel
Das folgende Beispiel zeigt das Hauptprogramm der in Abbildung 6.7 gezeigten numerischen
Simulation. In den ersten Zeilen wird ein Objekt der Klasse Problem erzeugt und die in der

Rechnung verwendeten Parameter gesetzt:
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int main(){

Problem pb;

pb.setEta(1200.); pb.setSigma(0.0308);
pb.setLength(4e-6); pb.setT(1000);
pb.setMn(3.); pb.setMc(1./3.);

Dann werden Anfangswerte, Potential und rechte Seite gesetzt. Die dabei benutzte Klasse
perturbedFilm ist eine von initial abgeleitete Klasse. Sie stellt einen flachen Film der
angegebenen Hohe mit einer kleinen Stérung dar.

perturbedFilm init(4.9e-9); pb.setInitialValue(&init);

inhomogen inh;

LJ 1j1(2.2e-20,6.25e-76);
patch patl;
inh.addPatch(&patl,&1j1);

LJ 1j2(2.5e-20,6.25e-76);
circle pat2(.2e-6,2e-6,2e-6);
inh.addPatch(&pat2,&1j2) ;

pb.setPotential (&inh);

rhs rs; pb.setRHS(&rs);

Als néchstes werden nun die Abbruchkriterien fiir die verschiedenen Iterationsverfahren
festgelegt. Das Newtonverfahren soll beendet werden, falls Bedingung (A.19) erfiillt ist, auf
Bedingung (A.20) wird verzichtet. Dies wird realisiert, indem die entsprechenden Fehlerto-
leranzen auf 1.0 gesetzt werden:

pb.setTolS(le-7);
pb.setTolIAbs(le-10); pb.setTolIRel(le-6);

pb.setTolNx(1le-12); pb.setTolNbRel(1); pb.setTolNbAbs(1);
pb.setMaxstepS(25); pb.setMaxstepI (2000);
pb.setMaxstepN(25) ; pb.setMaxstepNs(5) ;

Als letztes wird noch die Grofie des Gitters festgelgt und die Funktion solve () aufgerufen:

pb.setMesh(33025,8,15);

pb.setOutputIntervall(10.0,50);
pb.setFiledir("erg"); pb.setFilename("beispiel");

pb.solve();
s

Die Ergebnisse der Rechnung werden in mehreren Dateien abgelegt. Pro Zeitschritt wird eine
eigene Datei angelegt. Die Startwerte werden hier in die Datei erg/beispiel.0.gnu geschrieben,
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die néichsten Ergebnisse in erg/beispiel.1.gnu, usw. Die angelegte Datei kann dann in gnuplot
mit Hilfe des Befehls

splot "beispiel.O.gnu" with lines

angesehen werden. Um Speicherplatz zu sparen, werden nicht alle Zeitschritte ausgegeben.
Die Funktion setOutputIntervall legt fest, an welchen Zeitpunkten eine Ausgabe erfolgen
soll. Hier soll eine Ausgabe erfolgen, wenn seit der letzten Ausgabe mehr als 10.0 Zeitein-
heiten vergangen sind, spétestens aber alle 50 Zeitschritte.

Zusétzlich zu den von gnuplot lesbaren Dateien werden auch noch Dateien mit den Namen
erg/beispiel.#.grape angelegt. Diese konnen mit Hilfe eines geeigneten GRAPE-Interfaces
visualisiert werden.
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Anhang B

Notation

Mengen und Funktionen

[)9) Rand des Gebietes (2

Q Abschlufl des Gebietes (2

QT = (O,T) x €

[u> a] ={(t,z) € Qr :u(t,z) > a}

[u(t) >a] ={xeQ:u(t,z)>a}

B, (z0) ={x € R: |z — x| <71}

Flia) Einschrankung der Funktion f auf [a,b]

X[u>0] charakteristische Funktion, x(¢,z) = 1 falls u(t,z) > 0, x(¢,z) = 0 sonst

Integration und Differentiation

f Mittelwertintegral, f,u = |—512‘ Jou

Wy (u, x) partielle Ableitung von w(u,x) nach u

% Ableitung in Richtung der &dufleren Einheitsnormalen an {2

o-U Riickwirtsdifferenzenquotient, fiir U € S~H9(V") definiert durch 07U (t) :=
Uk+1_Uk ..
T fiir tk <t S tk+1

Ay diskreter Laplace-Operator, fiir U € V" definiert durch (A,U,¥), =

(VU,VU) V¥ e yh
Funktionenriume und Normen

CH(Q) Menge der reellwertigen, k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf
C5() .= {u € C*(Q) : supp(u) ist kompakte Teilmenge von Q}

CH(X;Y)  Menge der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen f: X — Y

CP(Q Menge der holderstetigen Funktionen zum Exponent 5, 0 < 8 < 1

C*%(Qr)  Menge aller Funktionen f(t,z) € C°(Qr), welche hélderstetig zum Exponent
« beziiglich ¢ und holderstetig zum Exponent § beziiglich = sind

Pk Menge der Polynome vom Grad < k

LP(Q) Raum der reellwertigen, Lebesgue-meBbaren Funktionen u fiir die |u|P inte-
grierbar ist

(+,) Skalarprodukt in L?(Q), (u,v) := [, uv
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Wmr(Q)

H™(Q)
W)
Hy ()

-l
[l 00

[-llm

[-lm.p
|6, 00
|-
II-llx

I
C(0,T;X)
17(0,T; X)

Xl
(U,U>X/xx
Us — U

Us — U

Sobolevraum der m-fach schwach differenzierbaren Funktionen mit schwachen
Ableitungen in LP(12)

= Wm2(Q)

Abschlul von C§°(€2) bzgl. der W™P(2)-Norm

=Wy ()

fiir p < 0o Norm auf W™P(Q), ||uflmp = (z‘algm ||aau||§p(ﬂ)) v

= SUP|a|<m Haau||L°°(Q)

= [llm.2

-

[un

fiir p < oo Halbnorm auf W™P(Q), |u|m,p = <Z|a‘:m H@auHip(Q)) !

1= SUP|q|=m |0%ul[ Lo (q)

= . m,2

Norm des Banachraums X

euklidische Norm im R”

Menge der stetigen Abbildungen von [0,77] in einen Banachraum X

Menge aller Bochner-mefibaren Funktionen f : (0,7) — X, fiir die die
1

Norm ”fHLP(O,T;X) = (foT ||f(t)||§(dt)5, p < 00 bzw. HfHLoo(o,T;X) =

esssupg;7 || f(t)||x beschrankt ist

Dualraum des Banachraums X

Duale Paarung zwischen v € X’ und v € X

starke Konvergenz von u. gegen u

schwache Konvergenz von u. gegen u

Finite-Elemente-Diskretisierung

Raumdimension, Q ¢ R

Triangulierung von € (siche Def. 3.1.1)

maximale Gitterweite der Triangulierung, h := maxge7, diam(E)

Menge der Knotenpunkte der Triangulierung 7p,

Knotenpunkte von 73, i=1,...,D

={UecC%):UlpcP'VE €T}

Basisfunktionen des Finite-Elemente-Raums V", definiert durch ¢; (xj) = i
Dimension des Finite-Elemente-Raums V"

nodaler Projektionsoperator, Zpu := lezl u(x;)pi

verdichtete Massen Skalarprodukt (siche Def. 3.1.2)

diskrete Zeitgitterpunkte, i =0,..., K

Zeitschrittweite, 1, 1=t — tp_1

maximale Zeitschrittweite, 7 = maxj<p<x 7%

Anzahl der Zeitschritte

={U:[0,T] = V"|U(t) = U(tpy1) fiir tp <t < typq,k=0,..., K -1}

Entropie und Mobilitit
Mobilitét, m(u) = cu™

Mobilitats-Exponent
Entropie, gegeben durch G(u) = [} [im(r)~tdrds, A >0
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Néherung von m (sieche Gleichung (3.21))
zuldssiges Entropie-Mobilitéts-Paar (siehe Def. 3.2.1)

Diskrete Vektoren und Matrizen

Euklidisches Skalarprodukt

= (1,...,1)7T

= (i, 95)0n); j=1, .0

= (fQ v@iv@j)i,sz...,D

= (fQ MU(U)v‘piv@j)i,jzl,...,D

= U= (1,MyU)

= Jo T M)

um einen Zeitschritt verschobene Funktion, U~ (t) := U* falls t € (t, ty41]
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