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Zusammenfassung

Eine Mannigfaltigkeit X mit gefaserter Spitzenmetrik kann als Verallge-
meinerung der geometrischen Struktur von lokal-symmetrischen Rdumen vom
Q-Rang Eins angesehen werden. In der vorliegenden Arbeit wird die Spektral-
theorie des Hodge-Laplaceoperators A auf dieser Klasse von Mannigfaltigkeiten
studiert, mit dem Ziel, ein Theorem vom Hodge-Typ zu beweisen. Die Vorge-
hensweise orientiert sich dabei an Arbeiten von W. Miiller, insbesondere [Mu2].
Die spektrale Auflésung des absolutstetigen Raums von A wird durch verall-
gemeinerte Eigenformen gegeben; diesen entsprechen Eisensteinreihen im lokal-
symmetrischen Fall. Unter weiteren Bedingungen an die Faserung der ,,Spitze*
von X konnen sie auf direkte Weise konstruiert werden. Ideen von G. Harder
folgend, zeigen wir, dass spezielle singulidre Werte dieser Eigenformen Klassen in
der de Rham-Kohomologie H?(X) definieren. Dies erméglicht, in Verallgemei-
nerung des klassischen Hodge-Theorems auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten,
Klassen in H?(X) durch harmonische Formen zu repriisentieren.
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Einleitung

Fiir eine Riemannsche Submersion M — B sei Z = RT x M mit der Riemannschen
Metrik ¢Z = du? + 1*¢® + e 2*gft, wobei ¢® und ¢'* die Riemannschen Metriken
auf B bzw. dem vertikalen Tangentialbiindel seien. Eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit X heisst Mannigfaltigkeit mit gefaserter Spitzenmetrik, wenn X auflerhalb einer
kompakten Menge isometrisch zu (Z, g?) ist. Sofern die Fasern nicht trivial (Punkte)
sind, ist X eine vollstdndige Mannigfaltigkeit mit endlichem Volumen. Mannigfaltig-
keiten mit gefaserter Spitzenmetrik verallgemeinern die geometrische Struktur von
lokal-symmetrischen Rdumen vom Q-Rang Eins ,,im Unendlichen®.

In dieser Arbeit soll die Spektraltheorie des Laplaceoperators auf Differentialformen
QP (X)) untersucht werden. Das vorrangige Ziel ist dabei, ein Theorem vom Hodge-
Typ zu beweisen, d.h., harmonische Représentanten der de Rham-Kohomologieklas-
sen zu finden.

Die Vorgehensweise orientiert sich an Arbeiten von Werner Miiller, insbesondere
[Mu2]. Die Idee und wichtige Argumente des Beweises des Hodge-Theorems finden
sich bei Giinter Harder ([Har], [Har2]), wo lokal symmetrische Rdume behandelt
werden. Die Reprisentanten der Klassen sind dabei L2 —harmonische Formen, oder
werden durch spezielle Werte von Eisensteinreihen definiert.

Harders Arbeiten bilden unter anderen die Grundlage fiir W. Miillers Uberlegungen
[Mu4] zu einem Theorem vom Hodge-Typ auf Mannigfaltigkeiten mit Spitzen. Die
vorliegende Arbeit ist eine Verallgemeinerung dieser Resultate. Die Rolle der Eisen-
steinreihen wird dabei von verallgemeinerten Eigenformen iibernommen; sie liefern
die Spektralzerlegung des absolutstetigen Unterraums von dom Ax.

Ein anderer Zugang zur Untersuchung der Spektraltheorie von Mannigfaltigkeiten
mit gefaserter Spitzenmetrik wurde in der Dissertation [Vai] von Boris Vaillant
gewdhlt. Dabei wird X als kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand betrachtet, und
das ¢—Calculus von Melrose [Me] und Mazzeo verwendet. Ein wesentliches Ergebnis
von B. Vaillant ist die meromorphe Fortsetzung der Resolvente des verallgemeinerten
Dirac-Operators. Dies ist dquivalent zur meromorphen Fortsetzung der verallgemei-
nerten Eigenschnitte des Diracoperators.

Mit Hilfe der Methoden von Melrose wurden auch einige Resultate zur L2 —Hodge-
Theorie hergeleitet, exemplarisch sei dazu die Arbeit [HHM] genannt. Dort werden
die L?—harmonischen Formen mit dem Bild der gewichteten Kohomologie mit Ge-
wicht € > 0 in derjenigen mit Gewicht —e identifiziert und dieses wiederum mit der
Schnittkohomologie verglichen.

In der vorliegenden Arbeit hingegen wird die de Rham-Kohomologie betrachtet. Es
stellt sich heraus, dass wie im lokal-symmetrischen Fall alle Klassen harmonische
Représentanten haben. Diejenigen Klassen, die nicht durch Formen mit kompaktem
Tréger reprasentiert werden konnen, haben singuldre Werte als Représentanten.

Es wurde eine moglichst direkte, explizite Herleitung der meromorphen Fortsetzung
der verallgemeinerten Eigenformen angestrebt. Dazu wird nicht wie in der Arbeit
von Vaillant vorgegangen, weshalb allerdings einige geometrische Bedingungen an
die Faserung M — B gestellt werden miissen.



Es folgt eine Ubersicht iiber die Arbeit.

Kapitel 1: Hier werden Mannigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik definiert,
und einige Beispiele beschrieben, die die Relevanz dieser Klasse von Mannigfaltig-
keiten verdeutlichen.

Kapitel 2 behandelt die Spektraltheorie des Laplace-Beltrami-Operators auf Man-
nigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik. Dieses Kapitel wird fiir das Hodge-
Theorem in Kapitel 4 nicht benétigt, aber hier werden die verwendeten Metho-
den aus der Spektraltheorie und zur Konstruktion einer Parametrix der Resolvente
erliutert. Im darauffolgenden Kapitel iiber Differentialformen wird dann nur noch
auf die wesentlichen Unterschiede eingegangen.

Zuerst wird in Satz 2.1 die lokale Form des Laplaceoperators auf dem nicht-kompak-
ten Ende Z bestimmt. Ein Term ist ein , horizontaler Operator Ay,. Falls die Fase-
rung M — B ein gewarptes Produkt ist, ist Ay gerade der Laplaceoperator auf der
Basis B (Abschnitt 2.1.1), und falls die Fasern total geodétisch sind, gibt W. Ball-
manns Arbeit [Bal] eine Darstellung von A}, (Abschnitt 2.1.2).

In Abschnitt 2.2 werden Spitzenfunktionen und ihr orthogonales Komplement, die
faserweise konstanten Funktionen, behandelt. Satz 2.8 gibt die lokale Form des
Laplaceoperators Az hinsichtlich der orthogonalen direkten Summe

L*(Z) = Lj(2) & LY(Z), (1)

wobei L3(Z) die Spitzenfunktionen sind.

Fiir die Bestimmung der spektralen Auflosung von Ay ist es wesentlich, dass die
Zerlegung (1) invariant unter Ay ist. Eine geometrische Bedingung dafiir liefert
Satz 2.9, ndmlich die Projizierbarkeit der mittleren Kriimmung H der Fasern F'
von M — B. Unter dieser Bedingung gibt Satz 2.10 eine explizite Darstellung von
Az 1 L3(Z) als Operator auf L>(R™ x B):

Satz 2.10.
Bei projizierbarer mittlerer Kriimmung H = n*H der Fasern ist die
Einschrinkung von Ay auf C§°(Z) N L3(Z) isometrisch zu

0? 0
“ 92 —|—d1mFa— +Ap —3divg H + 4HHH2
Dieser Operator hat rein absolutstetiges Spektrum und Satz 2.12 liefert seine spek-

trale Auflssung. Die Einschrinkung Az 1 L3(Z) hat reines Punktspektrum (Satz
2.14).

Wenn Ay die Zerlegung (1) nicht invariant ldsst, so zeigt Satz 2.16, dass die we-
sentlichen Spektren von Az und dem , Diagonalterm® von Ay beziiglich (1) gleich
sind. Der Beweis dieses letzten Satzes ist so allgemein, dass er ohne Anderung auch
fiir den Laplaceoperator auf Differentialformen gilt, wenn Spitzenfunktionen durch
faserweise harmonische Formen ersetzt werden.

Analog zu [Mu2] wird mit Hilfe der Resolvente von Az eine Parametrix der Re-
solvente (Ax — A)~! konstruiert. Wesentlich dabei ist, dass die Einschrinkung der
Resolvente von Ay auf L?(Z) explizit angegeben werden kann (Abschnitt 2.5.1). Mit



Methoden der Streutheorie kann gezeigt werden, dass die absolutstetigen Anteile von
dom Ax und dom Az unitéir dquivalent sind (Abschnitt 2.4.3).

Der absolutstetige Unterraum von dom Ax wird durch verallgemeinerte Eigenfunk-
tionen parametrisiert, die mit Hilfe der Resolvente von Ax definiert werden (Ab-
schnitt 2.5). Die verallgemeinerten Eigenfunktionen wiederum werden durch Eigen-
formen des horizontalen Laplaceoperators A; parametrisiert und sind meromorphe
Funktionen auf der spektralen Flache X5 (Abschnitt 2.5.2).

Kapitel 3: Die bisherigen Ergebnisse werden auf den Fall von Differentialformen
erweitert und die notigen Hilfsmittel fiir die Formulierung und den Beweis eines
Theorems vom Hodge-Typ bereitgestellt.

Zuerst werden einige Fakten iiber das Differential d™ eines glatten Faserbiindels
M — B wiederholt (Abschnitt 3.1). Es gibt eine Zerlegung

dM _ dF +d1,0 +d2,—1

in das Differential d¥ entlang der Fasern, die Kriimmung d>~' von M — B und
einen horizontalen Differentialoperator 1. Ordnung.

In Abschnitt 3.2 werden faserharmonische Formen Q(B, .7 (F')) definiert. Diese sind
die Verallgemeinerung der faserweise konstanten Funktionen im Funktionenfall. An-
ders als dort sind faserharmonische Formen im Allgemeinen aber nicht mehr Lift
von harmonischen Formen auf der Basis.

Abschnitte 3.3, 8.4 und 3.5 fithren Bezeichnungen und Notationen ein, die fiir alle
verbleibenden Kapitel giiltig sind. In Satz 3.9 wird die lokale Form des Hodge-
Laplaceoperators auf Z beschrieben. Analog zum Funktionenfall zeigt Satz 3.10,
dass die Einschrinkung des Laplaceoperators auf das orthogonale Komplement der
faserweise harmonischen Formen reines Punktspektrum hat.

Damit die faserharmonischen Formen einen invarianten Unterraum fiir Az bilden,
werden in Abschnitt 3.7 zwei Forderungen an die Faserung M — B gestellt, ndmlich,
(A) dass dies ein flaches Biindel ist, und (B) dass der horizontale Anteil d“* von d™
die faserharmonischen Formen invariant ldsst. Ein hinreichendes Kriterium fiir die
zweite Bedingung liefert

Satz 3.6.
Ist die mittlere Kriimmung H der Fasern projizierbar, so lassen d%° und
ob0 die Zerlegung

Q" (M) = Q" (B, #*(F)) ® (B, #*(F)1)

i faserweise harmonische Formen und ihr orthogonales Komplement
mvariant.

Die Zerlegung von Q*(M) aus Satz 3.6 induziert eine entsprechende Zerlegung von
02*(Z), und diese ist invariant unter Az. AuBlerdem ist der horizontale Operator
Aq positiv semidefinit. Alle weiteren Resultate der Arbeit werden deshalb unter
den Annahmen (A) und (B) hergeleitet.

Eine weitere wichtige Konsequenz dieser beiden Bedingungen ist, dass die Spektrale
Sequenz von M — B bereits an ihrem zweiten Term degeneriert (Abschnitt 3.8).



Dies erlaubt, harmonische Formen auf M mit A;p—harmonischen Formen auf B
mit Werten in faserharmonischen Formen zu identifizieren:

Satz 3.14.
Die mittlere Kriimmung H der Fasern set projizierbar und m : M — B
flach. Dann ist

H"(B, #5(F)) = A" (B, #°(F)) == {w € Q"(B, #°(F)) | Ay ow = 0}

und
HP(M)= € #7(B,#°(F)).

r+s=p

Die Konstruktion einer Parametrix fiir Ax in Abschnitt 3.9 ist dann weitestgehend
analog zum Funktionenfall.

In Abschnitt 3.10 werden die verallgemeinerten Eigenformen E, (A, ¢),A € ¥4 zu Ay
konstruiert. Dies geschieht analog zum Funktionenfall, wobei ¢ jetzt eine faserhar-
monische Form ist, die zugleich Eigenform von A zum Eigenwert p ist. E,, (A, ¢)
ist eine glatte, in A € X3 meromorphe Differentialform in Q*(X), erfiillt

AE, (A, ¢) = m5(A)E, (A, ¢) mit der Projektion s : Y3 — C

und hat fiir A in der Resolventenmenge von Ax eine vorgegebene Asymptotik (Seite
53). Von besonderem Interesse sind die Eigenformen zu g = 0, denn dann ist ¢
Repriisentant einer nicht-trivialen Klasse in H*(M).

In Abschnitt 3.11 wird die Asymptotik des faserharmonischen Anteils von E =
E,—o auf Z bestimmt (Satz 3.19). Die Kenntnis dieser asymptotischen Entwicklung
erlaubt es, Funktionalgleichungen zwischen E, dE und *FE herzuleiten. Diese sind
wesentlich fiir die Beweise in Kapitel 4.

Mit Abschnitt 8.12 beginnen die Vorarbeiten zum Hodge-Theorem, d.h., es sollen
Reprisentanten der Kohomologieklassen von H*(X) in harmonischen Werten bzw.
Residuen der verallgemeinerten Eigenformen — in sogenannten ,,singuléren Werten“
— gefunden werden. Besonderes Augenmerk gilt deshalb den verallgemeinerten Ei-
genformen zu A € ¥ im Urbild einer Umgebung von 0. Dort kann 3 als zweifa-
che Uberlagerung von C geschrieben werden und die verallgemeinerten Eigenformen
erfiillen

AE(s,¢) = s(2dy — $)E(s,¢), ¢ € #*(B,A*(F)), dp=]|L—kl.

Die Maass-Selberg-Relationen (Satz 3.21) sind der Schliissel fiir alle weiteren Uber-
legungen. Sie erméglichen préazise Aussagen iiber Lage und Vielfachheit der Pole der
verallgemeinerten Eigenformen E(s, ¢) (Sitze 3.22 und 3.23).

Von besonderem Interesse ist die Stelle s = 2d;: Liegt dort ein Pol von E(., ),
so ist dieser einfach, und das Residuum E(¢) ist eine L?—harmonische Form, also
insbesondere geschlossen (Satz 3.25). Wenn die verallgemeinerte Eigenform bei
2dy, holomorph ist, so ist sie eine glatte Ax-harmonische Form. Dann muss noch
untersucht werden, ob E ein Représentant in HP(X) ist.



Kapitel 4: Die Resultate aus Kapitel 3 ermdoglichen es, Repriasentanten der Ko-
homologieklassen in singuléiren Werten zu finden. Dabei muss nach dem Grad von ¢
in Faserrichtung unterschieden werden (Abschnitte 4.1 und 4.2). Es zeigt sich, dass
fiir Fasergrad k < % die Residuen E (¢) bei 2dy, und fiir & > % die Funktionswerte
E(2dy, ¢) mogliche Représentanten in H*(X) sind (Satze 4.1, 4.2, 4.4 und 4.5).

In Abschnitt 4.3 schliefllich wird das Theorem 4.8 vom Hodge-Typ formuliert und
bewiesen. Dazu werden Kohomologieklassen in HP (M) mit Hilfe einer Abbildung
=: HP(M) — HP(X) zu Klassen in HP(X) erweitert, wobei letztere durch singulére
Werte représentiert werden. Sei v : HP(X) — HP(M) die von i : M — X induzierte
Abbildung.

Theorem 4.8.

Sei H(X) = kerr = im(H?(X) — HP(X)) das Bild der Kohomologie
mit kompaktem Triger in der de Rham-Kohomologie. Sei anf(X) eimn
zu HY (X)) in HP(X) komplementdrer Raum. Dann ist anf(X) isomorph
zu imr.

Eingeschrinkt auf imr ist r o 2 ein Isomorphismus

roZ:r(HP(X)) — r(HP(X)).

Insbesondere besitzen alle Klassen in H?(X') harmonische Représentanten (Korollar
4.9). Als eine Anwendung von Theorem 4.8 wird ein Satz {iber die L?—Signatur von
X angegeben.

Die Notation wurde auch tiber Kapitelgrenzen hinweg moglichst einheitlich gestal-
tet, deshalb werden Symbole in der Regel auch nur einmal definiert. Um die Arbeit
trotzdem lesbar zu halten, findet sich vor dem Literaturverzeichnis noch ein Sym-
bolindex.

Mein besonderer Dank gilt Werner Miiller fiir das Dissertationsthema und die jah-
relange Begleitung meiner Studien. Meine Arbeit basiert wesentlich auf seinen Er-
gebnissen und von ihm habe ich einen erheblichen Teil meiner mathematischen Aus-
bildung erhalten. In der zweiten Hilfte des Dissertationsprojekts war Eugenie Hun-
sicker unter anderem aufgrund ihrer Einsicht in die Methoden von Melrose eine grofie
Hilfe. Auch Gilles Carron, Alexander Strohmaier und Gregor Weingart danke ich fiir
erhellende Gespréche.

AuBlerdem danke ich meinen Kolleginnen und Kollegen am Mathematischen Institut
in Bonn, insbesondere Thomas Buch, Maria Castillo, Rui Wang und Artur Wotzke.
Sie haben das richtige Arbeitsumfeld geschaffen und waren auf die eine oder andere
Weise hilfreich beim Zustandekommen dieser Arbeit.

Schliellich moéchte ich meinen Eltern danken, die mich wihrend der gesamten Stu-
dienzeit in vielerlei Hinsicht unterstiitzt haben, und auf die ich mich stets verlassen
konnte.

10



1 Mannigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik

1.1 Riemannsche Submersionen

Wir erinnern zuerst an einige wichtige Eigenschaften von Riemannschen Submersio-
nen. Weitere Details konnen z.B. [Bes| oder [Fal] entnommen werden.

Seien (M, g) und (B, g?) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten und 7 : M — B eine
glatte Submersion. Fiir jedes z € M mit b = 7(x) sei Fy = 7= (b), V,, C T, M der
Tangentialraum an Fj (vertikaler Unterraum bei ). Der horizontale Unterraum H,
bei z ist definiert durch V, & H, = T, M. Die Tangentialabbildung dr : T, M — T, B
hat den Kern V, und induziert somit einen Isomorphismus von H, nach T, B.

Definition 1.1. Die Daten ((M, g), (B, g®), ) (oder kurz ), sind eine Riemannsche
Submersion, wenn dr fiir alle x € M mit 7w(x) = b eine Isometrie

dm: (Hyy gz | Hy) — (Tvagl?)
induziert.

Die geometrischen Eigenschaften einer Riemannschen Submersion werden im We-
sentlichen durch zwei Tensorfelder, 7" und A, beschrieben. Im Folgenden bezeichne
H und V auch die Projektion auf H und V.

Sei D der Levi-Civita-Zusammenhang von g und D die Familie aller Levi-Civita-
Zusammenhédnge der Metriken g, auf den Fasern Fp, fiir alle b € B. Das heifit,
sind U und V vertikale Vektorfelder auf Fy, so ist ﬁUV :=VDyV der Levi-Civita-
Zusammenhang auf Fj,.

Definition 1.2. Sei T das (2, 1)-Tensorfeld auf M, dessen Wert auf Vektorfeldern
FE1, F> gegeben ist durch

TE1 Ey = }CDVEl VEs5 + VDVEl HE,.

Seien U, V, W vertikale und X, Y, Z horizontale Vektorfelder. Dann ist TV = HDyV
die zweite Fundamentalform auf jeder Faser, also symmetrisch:

TyV =TyU
Weitere Eigenschaften folgen direkt aus der Definition von T
TxU=TxY =0

T,V =HDyV — wnd  TyX = VDyX
(TyV, X) = —(Tu X, V) (2)

Aus (2) folgt, dass die zweite Fundamentalform HVHV der Fasern genau dann
identisch verschwindet, wenn 7" = 0. In diesem Fall sind die Fasern von M — B
total geoddtisch, d.h. Geoditische in den Fasern sind auch Geodétische in M, siehe
z.B. [Jo]. In einer Riemannschen Submersion mit total geodétischen Fasern sind
alle Fasern isometrisch, und die Isometrie ist durch Parallelverschiebung entlang des
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horizontalen Lifts von Kurven in B gegeben. Wir werden in Abschnitt 2.1.2 darauf
zuriickkommen.

Entsprechend wird das (2,1)—Tensorfeld A definiert als
Ap, Es = HDgp, VE2 + VDgp, HE2.

Sind X, Y horizontal, so folgt
1
AxY = §V[X, Y] siehe [Bes, Prop. 9.24].

Das Frobenius-Theorem ([La], S. 156) liefert damit das Kriterium fiir Integrabilitét
der horizontalen Distribution:

Lemma 1.3. Die horizontale Distribution H ist genau dann integrabel, wenn A = 0.

Ist H integrabel, so ist M lokal isometrisch zu (B x F, g” 4+ ¢%*) fiir eine Schar {g*}
von Metriken auf den Fasern. Der Beweis erfolgt durch Integration von H.

1.2 Mannigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik

Nach den einleitenden Bemerkungen zu Riemannschen Submersionen konnen jetzt
Mannigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik definiert werden.

Seien (M, gM) und (B, gP) geschlossene, zusammenhiingende orientierbare Mannig-
faltigkeiten und m : M — B eine Riemannsche Submersion. Durch g™ wird eine
Metrik g auf den Fasern F, = 7~ !({b}) induziert. Diese sind wieder geschlossen,
und es gilt T, F, = kerdm, = V,. Auflerdem seien die Fasern zusammenh#ngend.

Auf M sei eine mit v € Rt indizierte Schar von Metriken definiert durch

g =mg" @e g,

d.h. firz e Mb=n(z),v=vy+ vy € T,M =V, &H,

gu' (@)(v,w) = gy (dmgop, dmgwp) + € g5? (vy, wy)

Dann ist g}! = ¢™. Weil (M, g™) vollstiindig ist, ist 7 : M — B eine lokal triviale
Faserung ([Bes, Theorem 9.42]); insbesondere ist f := dim F' konstant. Weiter sind
alle Fasern Fp diffeomorph, der Diffeomorphismus ist durch horizontalen Lift von
Kurven in B gegeben.

Sei Z = RT x M mit der Metrik g% := du? + g.
Die von dieser Metrik induzierte Norm auf L?(Z) ist gegeben durch

16122 2, / / / 612w, (b,)) dy wp e~ d,

wobei wp die Volumenform auf B beziiglich g”

Eine Mannigfaltigkeit X heisst Mannigfaltigkeit mit gefaserter Spitzenmetrik, falls
X auflerhalb einer kompakten Menge X isometrisch zu Z ist.
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1.2.1 Beispiele
a) Ist die Basis B ein Punkt, so lautet die Metrik auf Z
du?® + ey,

d.h. die Faser ist F' = M und Z ist eine Spitze mit Basis M.

Ist hingegen jede Faser Fj ein Punkt (also z.B. B = M mit 7 = id), so lautet die
Metrik auf Z

du?® + w*gP,
d.h. Z ist ein Zylinder mit Basis M.

b) In [Mu2],[Mul] behandelt W. Miiller lokal symmetrische Rdume vom Q—Rang
1. Hier betrachten wir nur den Fall einer Spitze: Sei X = Xy Ups Z, wobei Xy
eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand M, und Z = Rt x M isometrisch zu
einer Spitze eines lokal-symmetrischen Raum mit Q—Rang 1 sei. Dann gibt es ein
Faserbiindel F' — M — B wobei F':=T'N N\N eine kompakte Nilmannigfaltigkeit,
und B ein lokal symmetrischer Raum sind. Die Metrik auf R™ x M hat dann lokal
die Form

g7 = du® + 7" gP + 72 g (b) + e 1 g (b), (3)

wobei a > 0 und ¢g” die Metrik auf B ist. g1(b), g2(b) haben Triiger entlang der Faser
Fy tiber b € B. Die Volumenform auf Z ist dann gegeben durch

volz = e %"du volp volf,,

fiir ein ¢ > 0.

Waéhlen wir jetzt etwa als symmetrischen Raum den hyperbolischen Raum
SO0¢(n,1)/SO(n)
der Dimension n iiber R, so hat die Metrik (3) die Form
g7 = du’ +7*g" + g1 (b),

siche Proposition 2.9 in [Web] und z.B. [Ca-Pe]. Eine &dhnliche Situation liegt in der
Arbeit [Har2] vor, dort ist X = T\(H x ... x Hx Y x ... X Y) mit der oberen
komplexen Halbebene H und dem 3-dimensionalem hyperbolischem Raum Y, sowie
einer torsionsfreien Kongruenzuntergruppe I' C SL(2, D).
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2 Funktionen

In diesem Kapitel wird die Spektraltheorie des Laplaceoperators auf Funktionen auf
einer Mannigfaltigkeit mit gefaserter Spitzenmetrik behandelt.

2.1 Laplaceoperator

Es wird die lokale Form des Laplaceoperators auf Funktionen auf Z bestimmt. Die
Bezeichnungen sind dabei wie in Kapitel 1.2.

Sei V Levi-Civita-Zusammenhang auf Z beziiglich gZ.

Sei {X;, U} ein lokaler orthonormaler Rahmen von (M, gM = 7*g® + ¢f%), wobei
die X; basic Vektorfelder mit ,X; = X; fiir einen orthonormalen P@hmen X, von
B, und die Uy, vertikale Vektorfelder seien (m,Uj, = 0). Dann ist {0, U; = e“Uy, X;}
ein orthonormaler Rahmen von (Z, g%).

Im Folgenden ist U vertikal, g/ (U, U) = 1, X horizontal, ¢™ (X, X) = 1, g == g%,
0 = 0y. Insbesondere z.B. g(U, X) =0,V (g(U,U)) = 0.

AuBlerdem ist [U, X] vertikal, denn 7, [U, X] = [m U, 7. X] = 0, denn V ist vertikal
«<: mV = 0. Weil der Fluss ¢; von 0 Vektorfelder auf M invariant lasst (¢; X =
X, ¢;U = U), verschwinden auch die entsprechenden Lieklammern:

[0, X] = Lieg X =0, [0,U] = LiegU = 0.
Aus der Koszulformel fiir metrische Zusammenhinge folgt

9g(VyX,0)=0

=9(10,U],0) = 1+ *g™(]
= —g(U,[U, X)) = —*g(U, U, X]
= —¢"™(U,[U,X]) = g™ (VI U, X)
9(V, Ui, Uy) = e*g™ (Vi Uy, Uy)

Fiir einen ON-Rahmen {)A(V'Z}Z von Z hat der Laplaceoperator auf Funktionen lokal

die Form L N
AZ = — Z(Xz OXZ' — V)Z?Xl)

(2

Summation iiber vertikale und horizontale Vektorfelder unter Beriicksichtigung von
(4) ergibt

14



Satz 2.1. Sei
— _ M
H=>Y TyUj=> HV}U;
J J

die mittlere Kriimmung der Fasern von w: M — B und

Ah = = Z(XZ o Xz - V)]\({Xz)

i
fir eine lokale ON-Basis von . Dann ist der Laplaceoperator Ay : C3°(Z) —
C(Z) gegeben durch
2

(B20)n9) = (= ooy + (dim F) S Ayt Lier + A, )oluy) - (5)

Ab jetzt withlen wir Dirichlet-Randwerte bei {0} x M. Die zugehérige, auf L?*(Z)
selbstadjungierte Erweiterung von Ay (Friedrichserweiterung) werde wieder mit Ay
bezeichnet. Es ist bekanntlich dom Ay = H}(Z) N H?(Z).

2.1.1 Beispiel: warped product

Sei jetzt M = B x F mit Metrik g™ = gB +€2P¢" fiir eine C'—Funktion 8 : B — R.
Sei {U;} eine ON-Basis aus VF in F, {X}; ONR von B. Diese werden durch 0 auf
TM = TB @ TF fortgesetzt. Dann gilt [U, X] = 0. Setze U = e PU, so dass
gM(U,U) = 1. Wieder folgt aus der Koszulformel
20" (Vi U, X) = =X ("(U, V) = 29" ([U, X], U)

= 2gM (e P[U, X] — X (e P)U,e PU)

= —2X(B)e P gM(U,U) = —2X(B)

= —2¢" (gradpf, X)

also f]-CV][\]/[U = —grad 8, und so mit f :=dim F’
H=—frgradpf,
Alle anderen Terme (5) bleiben unveréndert, weshalb

82

P
d Ou?

o
+f 5o+ A — feradpB + e Ap

Im Falle eines warped product ist die horizontale Distribution integrabel, H = 7*T B,
und die mittlere Kriimmung H der Fasern ist projizierbar.

2.1.2 Beispiel: Total geodétische Fasern

Die Fasern von 7 seien total geodétisch. In diesem Fall sind die Fasern auch isome-
trisch. Es wird sich zeigen, dass Ay, aus (5) die Eigenrdume von Ap invariant ldsst
und eine Darstellung als Laplaceoperator auf Schnitten eines Hauptfaserbiindels
iiber B besitzt. Die folgenden Ausfithrungen finden sich im Wesentlichen bei [Bal].

15



Fiir total geodatische Fasern ist die Horizontalverschiebung h. : Fy, — Fj, fiir jede
stiickweise glatte Kurve ¢ : [0,1] — B mit ¢(0) = by und ¢(1) = by eine Isometrie,
siche z.B. [Bes, Theorem 9.56]. Sei o ein Punkt in B. Dann sind alle Fasern Fj,
isometrisch zu F' := F,,.

Sei H C Iso(F') die Holonomiegruppe von 7 bei o, also die Gruppe aller Isometrien
h fiir geschlossene Kurven « : [0,1] — B durch o = v(0) = y(1).

Fiir eine geschlossene Untergruppe G C Iso(F) mit H C G sei N — B das Haupt-
faserbiindel mit Strukturgruppe G und Fasern

Ny={hcoglgeG}, beB.

wobei ¢ : [0,1] — B eine stiickweise glatte Kurve von o nach b ist. Da G die Ho-
lonomiegruppe H enthélt, ist NVp unabhingig von der Wahl von ¢ definiert. Die
Rechtsoperation von G auf N ist durch Komposition von rechts gegeben.

Durch Horizontalverschiebung ist ein Zusammenhang w auf N wie folgt gegeben.
Sei ¢ : [0,1] — B stiickweise glatt und x € Ny. Wird mit h¢ : F ) — Fyq) die
Horizontalverschiebung entlang ¢ [ [0,t] bezeichnet, so ist hy oz, 0 < ¢t < 1 der
horizontale Lift von ¢ nach N mit Anfangspunkt x.

Sei p : G — Iso(F) die Inklusion. Dann ist die kanonische Abbildung
T:Nx, F— M, |[z,p]— z(p)
ein Diffeomorphismus. Auflerdem stimmt die von w induzierte horizontale Distribu-

tion auf N x, F' mit der urspriinglichen Distribution von 7 iiberein.

Sei A der Laplaceoperator von F. Da F' geschlossen ist, ist L?(F) die Hilbertraum-
summe der Eigenrdume von F'. Betrachte die Zerlegung

L*(F) = @QGAVQ

in paarweise orthogonale G—invariante Unterriume, so dass fiir jedes a die induzierte
Darstellung g, : G — U(V,) irreduzibel ist. Diese soll natiirlich mit p vertréglich
sein:

(0a(9)0)(1(9)p) = d(p), ¢ €Va,p€F,geq.

Dann ist jedes V, in einem Eigenraum von Ap enthalten, also insbesondere ein
endlichdimensionaler euklidischer Raum. Sei W, = N X, V,.

Lemma 2.2. Se: LQ(M)O‘ der Raum der Funktionen f : M — C mit foh. € V,
fir alle stickweise glatten Kurven c: [0,1] — B mit ¢(0) = o.

Es gibt eine kanonische Bijektion
L*(M)® ~ C*®(B, N x,, Va) (6)

Beweis. Sei 0 € C®°(B, N x,, Va) gegeben, z € M,b = 7(z). [k,y] = 77 1(x). Sei
v € Vy, so dass (k,v) Reprisentant von o(b) ist. Dann definiere f(z) = v(y).

Sei umgekehrt eine Funktion f € L?(M)® gegeben. Zu b € B sei x € F}, beliebig und
[k,y] = 77 (z). Dann definiere o(b) := [k, v] mit v € V,v(y) == f(x). O
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Mit dieser Identifikation ist

~

L*(M) = @aeAL2(Wa).

Da V,, euklidisch ist und g, unitéar, besitzt W, eine kanonische Hermitesche Metrik.
Der Zusammenhang w auf N induziert eine Hermitesche kovariante Ableitung V¢
auf W,. Sei A, der zugehorige Laplaceoperator. Fiir einen lokalen orthonormalen
Rahmen Y73,...,Y,, von B hat dieser die Form

Ao=-) (VEVE ~ Vepy,)

mit dem Levi-Civita-Zusammmenhang V? auf B.

Wie oben sei (Ui, ...,U, X1,...,Xy) ein lokaler orthonormaler Rahmen auf M,
wobei (Uy,...,Uy) ein lokaler orthonormaler vertikaler Rahmen und (X7y,...,X,)
horizontaler Lift eines orthonormalen Rahmens von B ist. Dann ist

Ay ==Y (U =Vy,Ui) = > (X] = Vx, X))

i J

Da die Fasern total geodétisch sind, ist der vertikale Teil von A s gerade ([Bes],[Be-Bo])
Ap, == (U2 = Vu,Up) ==Y (U2 = Vi,Uy),

i i
also der Laplaceoperator auf den Fasern. Entsprechend ist

Ap ==Y (X] -V, X))

i

der horizontale Teil von A.

In [Bal] wird gezeigt, dass unter der Identifikation (6) der horizontale Laplaceope-
rator Ay gerade dem Laplaceoperator A, in W, entspricht.

2.2 Spitzenfunktionen

Definition 2.3. Zu einer Funktion ¢ auf Z sei I(¢) Integration lings der Faser iiber
be B:

I(¢)(u, b) == i o(u, (b,y)) dy.
Sei
LY(Z) = {¢p € L*(Z) | I(¢)(-,b) = O fiir fast alle b € B}

und L?(Z) das orthogonale Komplement von L(Z) in L?(Z). Eigenfunktionen des
Laplaceoperators, die in Lg(Z ) liegen, werden in Anlehnung an die Theorie klassi-
scher automorpher Formen Spitzenfunktionen genannt.

Definition 2.4. (konstanter Term) Sei 7 : Z — R' x B, (u,z) — (u,w(x)). Zu
einer Funktion ¢ auf Z sei der konstante Term definiert als

¢o = P(f) = I(Uqb)om

wobei v : B — R™,v := I(1) das Volumen der Faser iiber b ist.
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Lemma 2.5. Als Operator auf L*(Z) ist P : L*(Z) — L3(Z) Orthogonalprojektion.
Beweis. Seien ¢, € L?(Z). Da das Volumen der Fasern beschrinkt ist, gilt P¢ =

0 «<:¢ € L3(Z). AuBerdem ist P Orthogonalprojektion: Nach Fubini Po P¢ = P¢
und

Po b = [ ] <v01 [ o (b)) -, b )ty ) S

/ / F o(u, (b, 7)) - <vol(1F) ¥ (u, (b,y))dy> dzwp(b) e du
= (9, PWL: "

also insbesondere

(6 — Po, Po) = (Po— P26, ¢) =0.
]

Funktionen in L?(Z) sind faserweise konstant, weshalb sie mit Funktionen auf R* x B
identifiziert werden konnen:

Lemma 2.6. Durch Integration lings der Fasern

1(¢)
J(¢) = —= 7
(¢) o (7a)
ist eine Isometrie J : L2(Z) — L*(R* x B, e f*duwg) mit der Inversen
TN () = \% omy (7b)

gegeben.

Beweis. Sei Ji(1)) definiert durch die rechte Seite von (7b) und ¢ € L?(Z). Nach
Definition ist P¢ = ~22L o s, woraus J; (Jé) = P¢ = ¢ und

Vi)
2 oo
O7T2> dywef“du:/ /J(¢)2wef“du
o JB

Loe= 7L (i

folgen. Umgekehrt gilt JJiyp = 11(1)1 ( \/}% o mg) = 1 fir eine Funktion ¢ auf
R* x B. O

Nun soll berechnet werden, wie der Laplaceoperator auf L3(Z) und L%(Z) wirkt.
Dazu wird das folgende Lemma benotigt.

Lemma 2.7. Sei X Vektorfeld auf B und X horizontaler Lift von X auf (M, g),
sowie ¢p € C*°(M). Dann gilt

X(I(¢)) = 1(X(¢)) — I(¢- g(H, X)).
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Beweis. Sei (sz Fluss von X. Der Fluss ®;X von X projiziert auf diesen und ist ein
Diffeomorphismus der Fasern:

O Fy — Fyxg.

Sei w Volumenform der Fasern, d.h. w ist Volumenform auf M, so dass w | Fp
Volumenform auf Fj, ist. Es gilt nach Definition der Lieableitung

¢ - = 4 [ e e — [ L
. (/Fb¢w> B dt‘o /Fq,x<b) pw = dtO/Fb (1) (pw) = /Fb Liex (¢w)

Nach Theorem 6.6 in [La] gilt nach Einschréinkung auf die Fasern
Liex(w) = —g(H, X)w.

Zusammen mit
Liex (¢pw) = X (¢)w + ¢Liexw

folgt das Lemma. O

Satz 2.8. Sei ¢ € C™(Z) N L3(Z). Beziiglich der Zerlegung
L*(Z) = L§(Z) & Li(Z),

d.h. fir ¢ = ¢ + ¢o mit ¢, € L(Z), o = P = 3¢y € LY(Z), gilt

(1-P)Azbs (1—P)Azds
Az(9) = ( PAsos  PAjG. )
. (Am + P(divar(do H)) (1— P)(H(¢,)) >
CP(divar(bo H))  (—02+ 0o + m5(Apdy) + P(H(0))

Beweis. Sei X basic Vektorfeld, das auf X projiziert. Fiir y € M sei b = 7(y). Dann
gilt offenbar

Mit Lemma 2.7

X(P@)y) = X

= P(g(H, X))P(¢) + P(X(¢)) — P(¢g(H, X))

Wie in (4) gesehen, ist Vx, X; basic und projiziert auf V%Yi, so dass

Apgo = (Apdy) ome € L3 (Z).
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Somit

PAgzps = (0% + f0u)do + m5(Apdy) + P(H()). (9)
Dabei wurde verwendet, dass Ap¢, 1 F = 0.
Entsprechend
(1= P)Azdo = (1 - P)(H(¢o)) (10)
Die Fasern Fy, sind geschlossen, weshalb P(Ap¢e) = 0, also
P(Az¢o) = P(H(¢o)) + P(Ands). (11)
Es bleibt also P(Ap¢¢) zu berechnen. Aus (8)
P(X(¢0)) = P(9(H, X)¢s). (12)

P(X (Xoo)) DX (P(X6s)) + Pg(X, H)(1 - P)X6y)

X(P(g(X, H)¢e)) + P(g(X, H)(1 = P) X o)
=P(X{g(X,H)po} — g(X, H)(1 — P)(g(X, H)os)
+9(X, H)(1 - P)(X b))
=P(X{g(X,H)po} — g(X, H)?¢¢ + g(X, H) X ¢,
+9(X, H)P(g(X, H)po, — X ¢3))
D P(X{g(X, H)do} — (X, H)* b, + g(X, H)X65)
=P(9(VxX,H)po + g(X, VxH)oo +29(X, H) X ¢) — g(X, H)* o)
Weil auch V x X basic ist:

P((VxX)oo) 2 Plg(Vx X, H)oo)

Nun ist aber

also

PAppy =— P( Z(Xz? — Vx, Xi)os)

i

= — P(2H(¢o) — || H|[*¢¢ + Zg(Xi’ Vx,H)oo)

Die Divergenz von H auf M ist

divy, H = Zg(Xi,VX,-H) + Z(Uj(g(Uij)) - g(vUin’H»

= ZQ(XHVX,H) - HI{H2

weshalb
PAwbo = —P((divar H)oo +2H(00) (13)
Eingesetzt in (11)
P(Azdo) = —P(H(¢o) + (divyy H)ge) = —P(diva (¢ H)). (14)
Die Behauptung folgt so aus (9), (10), (13) und (14). O
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2.3 Projizierbare mittlere Kriimmung

Wir suchen nun eine hinreichende Bedingung dafiir, dass Az die Zerlegung L?(Z) =
L3(Z) ® L3(Z) invariant lisst, in der Definition von [Ka, V.3.9].

Satz 2.9. Haben die Fasern von M projizierbare mittlere Kriimmung, so sind L%(Z)
und L2(Z) invariante Unterrdume von Ay.

Beweis. Laut Satz 2.8 kann Az = Az.g + T geschrieben werden mit

Apr — —02 + fO, + e Ap + (1 — P)A,, 0
70 0 —02+ fOu+ PA,

und der Stérung
- ( (1-P)Hpy (1-— P)cho)
—Pdivy(poH)  P(Hdeo)

Sei jetzt H ein Vektorfeld auf B, so dass m.H = H. Aus Formel (8) folgt

H(P¢) = P(H¢)— P(|H|*(1—P)¢)
= P(H¢) - |H|3P(1 - P)p = P(Ho)

Insbesondere:

PH¢,=H¢, =: (1—P)Hep,=0
PHoo, =0 =: (1= P)Hoo = Hog

divay H =Y g(Xi, Vx,H) — [|H|* = divp H — | H||}
Also auch
Pdivy (o H) = P(H(po) + ¢ divayy H) =0

Schliefllich wird die Stérung T zu

_(Hoe O
T= ( 0 Hqﬁo) ’
d.h. T = Lieg. m

Eine Klasse von Mannigfaltigkeiten mit Fasern projizierbarer mittlerer Kriitmmung
wird in [Fal] angegeben (vgl. auch [Bes], Theorem 9.104): Eine Riemannsche Sub-
mersion ist genau dann lokal ein warped product, wenn die Fasern total umbilisch?!,
die horizontale Distribution integrabel, und die mittlere Kriimmung der Fasern pro-
jizierbar sind.

Es soll noch untersucht werden, wie Az | L(Z) wirkt, wenn L}(Z) via J aus (7a)
mit Funktionen auf R™ x B identifiziert wird.

!Die Fasern einer Submersion heiflen total wmbilisch, falls es ein horizontales Vektorfeld v :
M — JH gibt, so dass fiir die zweite Fundamentalform gilt

(U, V). = H(VYV)e = g (U, V)v(z), YU,V €TM
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Satz 2.10. Bei projizierbarer mittlerer Krimmung der Fasern gilt fir ¢ € C5°(Z)N
Li(2)

0? 0
(~33 + F e +08)J(8),

Agp=J1!
mit
Op : C®(B) — C®(B)
¢— Apo — 3¢ divg H + 1| H|*¢

Dabei besitzt Op eine selbstadjungierte Erweiterung als nicht-negativer elliptischer
Operator auf L*(B), und diese hat rein diskretes Spektrum.

Beweis. Wie oben gesehen? gilt
Ay Py = APy + H(PY),

weshalb
On6 = I8 + )6 = I((An(5) + H(G2) o o) (15)

Daraus folgt sofort
(Opé, 6)120m) = (TAMT 6, &) gy = (BT 6, T '6) paary 2 0. (16)

Sei X ein Vektorfeld auf B.

X(w) = —gp(H,X)v (wegen Lemma 2.7)
1 g (E,X)
Y@ = s
X<X(\/15)> = 2\1/5(%QB(HyX)Q+9B(V§H7X)+QB(H7V§X))

Fiir eine lokale Orthonormalbasis { X;} von (T'B, g?) ist Ap = — Zi(XiXZ-—V%_Xi),
also

) - _% Z (Lgp(H, X:)? + gp(VE H,X,))

= 2\f( ||H||gB+d1vBH)

1 1 1
AB(\%) = AB(ﬁ)¢+ﬁAB¢_2;Xi(ﬁ)Xi¢
1 _ - 1 1 -
= 5@l +divs H)o + —=Apd — —-Ho
In (15)
Opd = Volde(-2)+ H(-2))
Vv VU

= Ap¢— 3¢ divg H+ Z||H||§B¢

2Siehe auch Theorem 4.4 in [La.
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Die letzte Aussage folgt schliefflich aus (16) sowie den bekannten Eigenschaften von
Apg, denn Op ist eine kompakte Storung desselben. O

Bemerkung 2.11. Dass Up nicht-negativ ist, kann auch direkt eingesehen wer-
den: Fiir ein Vektorfeld X € C°°(B,TB) und eine Funktion u € C*°(B) gilt ([Tay,
Proposition 2.2, S. 128])

(X, gradu) 2 gy = —(div.X, u) 2. (17)
Weil A = — div grad, folgt
(Opu, u) = |gradul®+ 3, |H|;,) - 3(divH, )

= |lgradul® + fuH|* + (uH , gradu)
= |gradu+ %uHH2 > 0.

2.4 Spektraltheorie

In diesem Kapitel soll die Spektraltheorie des Laplaceoperators auf Funktionen auf
Mannigfaltigkeiten mit gefaserter Spitzenmetrik untersucht werden. Die Bezeichnun-
gen sind wie in Kapitel 1.2.

Sei Ax : C§°(X) — C3°(X) Laplaceoperator auf den Funktionen mit kompaktem
Triiger. Ax besitzt eine Erweiterung als selbstadjungierter Operator auf L?(X),
die wir wieder mit Ax bezeichnen. Sofern nicht explizit anders erwédhnt, wird im
Folgenden nur der Fall projizierbarer mittlerer Faserkriimmung betrachtet. Dann
ist die Zerlegung L*(Z) = L3(Z) @ L3(Z) invariant unter Az (Lemma 2.9). Ferner
ist L2(Z) isometrisch zu L2(R* x B,e~/*duwp), die Isometrie ist dabei durch (7a)
gegeben.

Wir werden unter anderem zeigen, dass das wesentliche Spektrum von Ax durch
Az bestimmt ist.

2.4.1 Spektrale Auflésung von A 7

Sei H projizierbar (d.h. basic) mit H := dr o H. Dann ist L?(Z) laut Lemma 2.9
ein invarianter Unterraum von Az, und fiir die Einschréankung A; 7z = Az | L%(Z ):
L3(Z) — L3(Z) von Ay gilt

0? 0

Az = +fi-+ A+ H
ou

’ ou?

Wir identifizieren jetzt L}(Z) mit L?(RT x B, e f*duwp) mittels der Isometrie .J
aus (7a). Dann wirkt A; 7z wie in Satz 2.10 als

L, 2 )
Az =T g+ fo+0p)
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Durch G(¢)(u,b) = e=“//2¢(u,b) ist eine Isometrie G : L2 (Rt x B, e T“duwp) —
L*(R* x B) mit der Inversen G~1(¢)(u,b) = e“//2¢(u, b) gegeben.

Zu einer Funktion ¢ € L?(R* x B) betrachten wir die Fourierzerlegung

= ai(u)e(b) (18)
i=0

zu einer L?(B)—Orthonormalbasis von Eigenfunktionen ¢; € C°°(B) von Op, a;(u) €
L*(R* x B,e "duwpg) mit zugehérigen Bigenwerten 1,0 < py < pg < ... — 00.
Diese Fourierzerlegung ist eine Isometrie

L*(RY x B) — L*(R*, 0%, (3¢)(u,j) = a;j(u).

_ \/z /O ~ sin(ru)(u) du

entspricht auf ungeraden Funktionen in C§°(RR) der Fouriertransformation:

¢(—u) = —puVueR =: &(¢)=i(¢)

Daraus folgt, dass & : L?(R*) — L?(R™") eine Isometrie ist, und

Die Sinustransformation

0? 9
S(556)(r) = —r*(&9)(1)

(679)(r) = (89)(r)

Schliefllich ist durch die Substitution 7 = r? + p; + f; eine Isometrie

dr
T:LARE, %) — @L2 l + I 00), ———),
20/ T =i —
. 2
A 5) = a;(V7 = 1 = 1)
gegeben.

Sei a;¢; € L*(R* x B, e~ f*duw) ein Summand in der Fourierentwicklung (18). Dann
gilt Ay z(a;i;) = (6G)~L(u?+ f; + 1;)6G(a;¢;) und durch TSIGJ ist die gesuchte
spektrale Auflosung gegeben:

Satz 2.12. Sei 4 = TSIGJ. Dann gilt fir ¢ € L2(Z)

(UA1 Zz) (7, j) = T(Lhp) (T, J)-

Das heifit, fir

(Up) (T, 7) \/7/ sin(y/7— fT w) (3T @) (u, j)e /2 du.
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gilt fir x € Fy

(A zp)(u,x) =

e 2 sin(\/r—p,—L - u Jj)——
X o, e

Insbesondere gilt

[~
V)
N—
=
S
S~—
—
\]
<o
N—
S
A
~~
s
—
S
N—
N—

Satz 2.13. Die mittlere Krimmung der Fasern w : M — B sei projizierbar. Die

FEigenwerte von Op seten 0 < pg < pg < ... — 00. Dann hat die Finschrinkung von

Az auf L3(Z) rein absolutstetiges Spektrum [];—2 + p1,00) mit Verzweigungspunkten

bei J; + w4, 5 > 1. Die Vielfachheit des Spektrums bei X ist 4{j | f; + 15 < A}

2.4.2 Wesentliches Spektrum von Ay

Es soll das wesentliche Spektrum von Az untersucht werden. Dabei wird wie in
[Lo] vorgegangen. In diesem Kapitel wird keine weitere Bedingung an H gestellt,
insbesondere muss H nicht projizierbar sein.

Zunichst bemerken wir

Satz 2.14. Die Resolvente von
Az Ly(Z) : L§(Z) — L§(2)
ist kompakt.

Beweis. Sei dazu wie im Minimax-Prinzip ([RS-4], Theorem XIII.1) fiir einen nach
unten beschrinkten symmetrischen Operator A definiert

n A = lnf Ad), w .
pnA) é1, ,¢neQ<A)1/’¢”¢1Hv »‘f’n( )

Dabei ist Q(A) Definitionsbereich der quadratischen Form von A.
Sei

V = (eAp + (1= P)(Ap + H))(1 — P),
also

Az = (=03 + fo.) 1~ P)+V

als Summe quadratischer Formen. Zuerst zeigen wir, dass fiir ¢ € C§°([a, 00) x M) N
L3(Z) mit H¢HL2(Z =1 gilt

Tim (V6 6) 12z = oo (19)
Vo, ®)r2z) = (e ARG, ¢)2z + (1= P)(An+ H)o, D) r2(2)
> Y(Arg, ¢)r2z)+ (1= P)(An+ H)¢, &)1z
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Der zweite Summand in der letzten Zeile ist nach unten beschriankt. Es geniigt also,
(Ar(O 1 Fy)s ¢ 1 F) 2y = k>0 fir ¢ € C5([a,00) x M) N L§(Z)
zu zeigen. Nun ist aber ¢ € L(Z) : <: (¢ | F}) L ker Ap, fiir fast alle b € B, also

(AR®, D)2 = M(AR,).

Laut Lemma 2.15 ist p;(Ap,) eine stetige positive Funktion auf der kompakten
Mannigfaltigkeit B, also auch k := minyep u1(Fp) > 0.

Aus der Eigenschaft (19) folgt jetzt, dass die Resolvente von Az | L3(Z) kompakt
ist. Nach [RS-4], Theorem XIII.64 geniigt es zu zeigen, dass

lim pin(Az 1 L§(Z)) = oo

Sei dazu

—1 € 10,
Tcya = _ai + fau + CXa(u)7 Xa(u) = { ! [ a]
0 sonst

T, ist Stérung mit kompaktem Triger von —02 + f,, hat also das gleiche wesentli-
che Spektrum [f2/4, c0) wie —02 + f0,. Az ist nach unten beschrinkt, (Az¢, ¢) >
col|#||? mit co € R.

Sei ¢ € dom(Az), [|¢[lr2(z) = 1 und ¢1 = min{0, [co|}. Wir wihlen ¢ > 0 beliebig.
Wegen (19) gibt es ein a > 0, so dass fiir alle ¢ € C§°([a,00) x M) N L(Z) mit
1612 ) = 1 gilt (Vi ) > c.

Daraus folgt fiir v = ¢

(Az¢, ¢) > c—c1+ (Tead, 9), ¢ € domAg, [|¢] = 1. (20)
Wegen Q(T:q) D Q(Az) bedeutet (20)

,UTL(AZ) Zc—c + Mn(Tc,(z)-

Aber T., hat das wesentliche Spektrum [f?/4,00). Also gibt es ein N, so dass
pn(Te,q) > 0 fir n > N, womit

n(Az) >c—c; fir n> N.

Weil ¢ beliebig gewihlt war, folgt lim,, o0 p1n(Az) = 0o. Damit hat Ay kompakte
Resolvente, also Az reines Punktspektrum. O

Obiger Beweis hat eine Aussage iiber den kleinsten Eigenwert von Apg, verwendet,
die hier noch bewiesen wird:

Lemma 2.15. Sei pu1(b) > 0 kleinster positiver Eigenwert von Afp,. pu1(b) ist stetig
inbe B.
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Beweis. Sei o € B beliebiger Basispunkt, ¢ Kurve in B mit ¢(0) = o,¢(1) = b und
o. : F, — Fy horizontaler Lift von c. o, ist Diffeomorphismus der Fasern (siehe
[Bes]). Sei g, = g%° die Riemannsche Metrik auf F,. Eine weitere Riemannsche
Metrik auf F, ist gegeben durch

b . _x F
go'_acgb

Analog zu [Bak] definieren wir die Distanz von g, und g2 durch

5(92:90)2 = sup{|go(v,v) — gg(va V)| | weFp,v € Ty Fy, go(v,v) = 1}

Nach Voraussetzung sind die Fasermetriken g/ glatt in b, insbesondere ist (g%, g,)?
stetig in b, also auch limy_, (g2, go)? = 0. Aus Theorem 4.14 in [Bak] folgt

lim 111 (A, ) = 1 (AF,, o)

Weil (F,, g%) und (Fp, g™) nach Konstruktion isospektral sind, folgt die Behauptung.
O

Die beiden Nebendiagonalterme

(1—-P)HP: L} Z)NnHY(Z) — L3(Z)
und — P(H +divyy1)(1 = P): LA(Z2)n HY(Z) — L3(Z)
sind beschrinkt, denn sie sind bereits als Operatoren auf L2(M)NH (M) — L*(M)

stetig.

AuBerdem hat PAy P = (—02+f0,)P+A, P+ PHP rein absolutstetiges Spektrum:
Ap P+ PH P ist ein nach unten beschrinkter, selbstadjungierter elliptischer Operator
auf M und hat somit reines Punktspektrum mit Eigenwerten

—oo < py < py <. — o0

Das Spektrum von PAzP ist somit | |, [f2/4 + pl, 00).
Sei jetzt

(=02 4 fO, + € Ap + (1 — P)(Ap + H))(1 — P) 0
0 (=02 + fou)P+ AP+ PHP

Dann gilt der

Satz 2.16. Az und £ haben das gleiche wesentliche Spektrum.

Beweis. Der Beweis folgt dem Beweis von Theorem 2 in [Lo|. Sowohl Az als auch £
sind selbstadjungiert und nach unten beschrénkt, deshalb gibt es ein k£ > 0, so dass
(—o0, k] in der Resolventenmenge von Ay und von £ enthalten ist. Es wird gezeigt,
dass fiir hinreichend grosses k& > 0 die Differenz der Resolventen

(Az+ k1)t —(g+k1)7E (21)
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kompakt ist. Die Behauptung folgt dann aus Theorem XIII.14 in [RS-4]

Unter der Annahme, dass a und 7 := § — ya~ '3 invertierbar sind, gilt die Identitét

(64 ﬁ - — a_l + a_l/gn_lfya_l _04_1@7_1 (22)
S —n tya? nt

Wir schreiben jetzt

(‘;‘ g) =Az+k1:L3(Z2)® L3(2) — L3(Z) @ L3(2).

Fiir hinreichend grosses k sind o und § invertierbar, und wegen Satz 2.14 ist a~!

kompakt. Ferner gilt o™t < £ J:CO, wobei ¢y der kleinste Eigenwert von « ist.

Entsprechend ist [[07!]| < & +1Mo - mit dem kleinsten Eigenwert pg von AP + PHP.

Um zu sehen, dass n := 6 — ya~ '3 invertierbar ist, schreiben wir
n=061-X) mit X=0'ya"13

Wie wir oben gesehen haben, sind § und ~ stetige Operatoren, also ist X als Produkt
von beschrinkten Operatoren mit dem kompakten Operator a~! selbst kompakt.
Fiir K — oo konvergieren [|a™!| und ||07!| gegen 0. Damit kann k so grof gewiihlt

werden, dass || X|| < & und ||§7!| < 1. Dann ist auch 7 invertierbar, und n~! ist

2
beschrankt:
77_1 =(1- X)_I(S_l, wobei [|(1 — X)_IH <2

1

Damit sind in (22) alle Terme bis auf ™" unten rechts kompakte Operatoren.

Fiir £ + k1 lautet die entsprechende Zerlegung

a 0 o . -1 _ O[_l 0
(0 Neein = oo (n )

Um zu zeigen, dass die Differenz (21) kompakt ist, bleibt also nur noch die Kom-
paktheit von
nt=st=((1-X)""-1)5""

zu zeigen. Aber nach Wahl von k ist | X|| < 3, so dass die formale Reihe P X7
konvergiert. Weil X kompakt ist, ist ihr Grenzwert ((1—X)~!—1) auch kompakt. [

2.4.3 Spektrum von Ax

Ab jetzt sei die mittlere Kriimmung H der Fasern wieder projizierbar.

Sei Ax,p Laplaceoperator auf X mit Dirichlet-Randwerten bei {0} x M, d.h Ax,p
ist die Friedrichserweiterung von Ax : Cg°(X \ ({0} x M)) — C§°(X \ ({0} x M)).
Dieser zerfillt in die direkte Summe Ax,p = Ax,.p © Az.

Die Wellenoperatoren W*(Ax, A x;p) sind definiert durch

Wi(Ax, AX;D) =85 — . lim eiAtjeiiAX;DtPac(Ax;D)

—F oo
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mit der Inklusion J : dom Ax.p < dom Ax und der Projektion F,. auf den abso-
lutstetigen Unterraum von Ax.p in L?(X). Falls die Wellenoperatoren existieren, so
stellen sie partielle Isometrien W= : P,.(Ax.p) — im W=, also Isometrien auf dem
Komplement von ker W+, dar.

In diesem Fall heien W* wvollstindig, wenn im W* = im P,.(Ax). Offenbar gilt:
Wenn die Wellenoperatoren vollstéindig sind, sind W+ : im P.o(Ax.p) — imAx
unitire Aquivalenzen, insbesondere haben A x:p und Ay das gleiche absolutstetige
Spektrum.

Es gibt nun mehrere Methoden, die Existenz und Vollstiandigkeit von W+ zu zeigen.
Die meisten Informationen liefert in unserem Fall die Methode von Enss, siehe z.B.
[Ba-Wo)], [Mu2], [Hus]. Uber die Existenz und Vollstéindigkeit hinaus ergibt diese,
dass das singulédrstetige Spektrum von Ax leer ist, sowie dass das Punktspektrum
von Ax keine Héufungspunkte aufierhalb von o(Ax.p) hat.

Die Argumentation im Falle einer Mannigfaltigkeit mit gefaserter Spitzenmetrik ist
analog zu [Mu2], Kapitel 6, deshalb soll hier nicht nidher darauf eingegangen werden.

Wir haben gesehen, dass Az = Ag.z @ Ay.z und dass Ag.z reines Punktspektrum
hat. Der absolutstetige Anteil von dom Ay ist also unitéir dquivalent zu L?3(2).

2.5 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

Im Folgenden wird immer angenommen, dass die mittlere Kriimmung H von der
Fasern von M — B projizierbar ist. Dann zerfillt L*(Z) = L3(Z) @ L?(Z) in
Az —invariante Unterraume.

2.5.1 Parametrix der Resolvente

Sei X1 = Xo U ([0,1] x M) und sei X eine geschlossene Mannigfaltigkeit, in die X
isometrisch eingebettet ist. Fiir den Laplaceoperator A ¢ auf X ist die Resolvente
(Ag — A)~! eine meromorphe Funktion in A € C mit Polen bei den Eigenwerten
von Ag. Sei Q1(z,2’,\) die Einschrénkung des Kerns der Resolvente (A — A)™*
auf X7 x Xj. Dies ist der innere Teil der Parametrix. Der duflere Teil ist durch die
Resolvente von Az gegeben, Q2(A\) = (Az — A)~L. Diese soll jetzt niher untersucht
werden.

Weil die Zerlegung L?(Z) = L3(Z) ® L3(Z) invariant unter Ay ist, gilt fiir die
Resolvente

Q2(N) = (Az =N = (Azo =N+ (Azp - N
Wie wir in Satz 2.14 gesehen haben, ist (Azo—\) ! kompakt als Operator in L?(Z).
Das Spektrum von Ay ist [f; + 1, 00), mit Verzweigungen bei f; + v fiir jeden
Eigenwert v von [p. Sicher ist C~ R ™ in der Resolventenmenge von A z,1 enthalten.
Zuerst wird der Integralkern von (Az; — A)™! fiir A € C \ R explizit berechnet.

Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.12 sei T' = GJGJ. Wie in der Herleitung zu diesem
2

Satz gesehen, gilt (TA1zf)(u, j) = (u> + L5 + 1)) (T f)(u, j) fiir f € C3*(Z)NLY(2).

Wieder sei {¢;} eine L?(B)—ONB aus Eigenfunktionen von Op.
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Sei A € C\ R und m Multiplikation mit m(u, j) == (u*+ 4 L +p;— ), sowie y € Fy,.
(A1 =N (wy) = (JIGTII6TImTISIGT9)(u,y)

— ef/?uZ(ﬁ /0 sin(ru)(m_IGJGqu))(-,T)d7”> (i) ()

= [ [ KOt 2otz dz e ar
0 M
mit
KO\ (), (r,2))

00 ef/2(u—|—r) /oo (eiu§ _ e—iuﬁ)(e—iﬁr _ ei&r)
0

> T Py W) e (7))

J=0

Alle auftretenden Summen und Integrale kénnen hier vertauscht werden. Verwendet
wurde aulerdem

@I0)w.d) = [ TO) b, 00) = [ f.2)T 70,0z = (6. T7105)
Das innere Integral kann mit dem Residuensatz berechnet werden, mit dem Ergebnis

K\ (u,y), (r,2)
Nt /A=Ay _ giut)y/A= A=

_ Z i f/2(u+r
VA - f2/4— Hj

(S o) () @ (T ;)()
(23)

Der Integralkern Qa(\, 1, z2) von Q2(\) schlieBlich ist gegeben durch

((21) ® Yi(x2)

QQ()\,.%'L.TQ) — K()\axlaxQ) + Z N — )\

mit den Eigenwerten \; von Az.g und zugehorigen Eigenfunktionen ;.

Seien &1, &2, X1, X2 geeignete Abschneidungsfunktionen mit den Eigenschaften?

X1+x2=1
&(x)=1 fir =z €suppy;
dist(supp V&;, supp x;) > #.

Dann definieren wir einen Operator Q()\) : L?(X) — L?(X) durch seinen Integral-
kern

QN w1, 22) = x1(21)Q1(N, 21, 22)&1(22) + x2(21)Q2(N, 1, 12)&2(22).

Aus dieser Formel folgt vollig analog zu [Hus], Kapitel 3.1, (bzw. [Mul]) dass
QN (Ax — ) =Id +K(N), AeC\R"

3siche z.B. [APS]
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wobei die K(\) kompakte Operatoren in L?(X) sind, sowie dass
(Ax =27 = QM)

fir A € C\ R* eine in A meromorphe Familie kompakter Operatoren sind. Damit
ist Q()\) Parametrix von (Ax — \)7L.

2.5.2 Analytische Fortsetzung der Resolvente

Die Wurzelfunktionen A — /A — f2/4 — u; aus (23) sind in der geschlitzten komple-
xen Ebene C\ [f?/4+ p;, 00) holomorph und lassen sich nicht auf ganz C holomorph
fortsetzen.

Sei J = {7;}ien eine diskrete Menge reeller Zahlen, mit —co < 79 < 71 < .... Wir
erinnern an die Konstruktion der Spektralen Fliche X5, einer Riemannschen Fléiche,
auf der alle Wurzelfunktionen z — /2 — 7; holomorph sind.

Wie in [Glp] sei
ES:{AI(AM)ECW‘VM,VE’J:AZ-FM:AE—FV}

und die Projektion 74 : X5 — C, 75(A) = Ai + u. (X5, 7s) ist eine unendlichbléttrige
Uberlagerung von € mit Verzweigungspunkten in 1.

Fiir 4 € J sind dann die Wurzelfunktionen gegeben durch
VA —p=A, (24)

SchlieBlich sei der physikalische Bereich FP, das Blatt der “positiven” Wurzeln,
definiert als
FP:={AeX, |VueT:Im A, > 0}.

Dieser lasst sich mittels w5 mit C \ [7p, 00) identifizieren. Sein Rand zerfillt in zwei
Halbgeraden 0+ FP =~ [rp, o0). Dabei bedeutet A € 0 FP, dass 7, ! (ms(A) £ig) — A
fiir e — 0.
SchlieBlich sei X fiir y € J die Zusammenhangskomponente von FP in 7 (C \
[70,00)).
Die Automorphismengruppe Aut(X;) wird durch Monodromien v, : ¥y — X, die
die Relationen

NV =W v =id, pFved

erfiillen, erzeugt. Die Wurzeln (24) verhalten sich wie folgt unter Anwendung von

Y
Vb —pn=—V/AN=p,  Jyuh—v=vVA—v, u#tv (25)

In unserem Fall ist nun J = {u + f; | w € o(dp)}. Auf der zugehorigen Spek-
tralen Fliche ¥, sind alle Wurzelfunktionen aus (23) holomorph. Auflerhalb von
FP definiert der Integralkern aus (23) keinen stetigen Operator in L?(X). Deshalb
betrachten wir gewichtete Funktionenrdume, auf die eine Fortsetzung als stetiger
Operator moglich ist.
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Definition 2.17. Zu § € R sei die Wichtung w einer Funktion ¢ : Z — R.

W§(¢) (u7 y) = 66u¢(u7 y)
Der zugehérige gewichtete L?—Raum ist

L3(Z)={¢:Z — R | ¢ messbar und ws(¢) € L*(2)}
Es gilt fiir 6 > 0
L2(Z) c L}(Z) c L 4(Z)

Fiir 7 > 0 sei D-(0) = {z € C | |2| < 7} und fi(7) der kleinste Eigenwert von Op
mit (1) + f; > T
Q, = (FP U, (D(0))) N 24T

Sei § > 0 mit §2 > 7. Dann ist |[Im A—f4—2—1/\<5fﬁrA€QTundV§T.Esfolgt

Lemma 2.18. Fiir alle € > 0 und § > 0 mit 6> > ¢ besitzt die Parametriz Q(\)
eine Fortsetzung zu einer meromorphen Familie stetiger Operatoren Q(A) : L3(X) —

L? 4(X), A € Q..

Wie in [Hus|, Theorem 3.24 folgt so

Theorem 2.19. Fiir § > & > 0 lisst sich die Resolvente (A — \)~! analytisch zu
einer in A € Q. meromorphen Familie von Operatoren R(A) € B(L3(X), L% 4(X))
fortsetzen.

2.5.3 Verallgemeinerte Eigenfunktionen

In diesem Kapitel sollen die verallgemeinerten Eigenfunktionen von Ax konstruiert
werden. In der Terminologie von [Gel] ist eine verallgemeinerte Eigenfunktion von
Ax zum Eigenwert ) eine lineares Funktional Fy auf L?(X) so dass

Fy(Axp) = AFyp fiir alle ¢ € L*(X).

Ein System von verallgemeinerten Eigenfunktionen heisst vollstindig, falls aus F =
0 folgt, dass ¢ = 0.

Satz 2.12 auf Seite 24 besagt, dass

SIN,,; ((u,y), @5, A) = el /2 sin(m . u)(Jfng)j)(y),

) 2
y€F, jeNA>pu+ 4,050 =pid; |6)ll2m =1 (26)

ein vollstédndiges System von verallg. Eigenfunktionen von A; 7 bilden. Dabei wer-
den die Funktionen als Distributionskern aufgefasst, d.h. das zugehérige Funktional
lautet

U= (Up)(N,J) = \/E/Ooo /M SINy, ((w, ), ¢4, A) - o(u, z) dx eIy
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Jeder Eigenfunktion ¢ zum Eigenwert p von Up wird jetzt eine verallgemeinerte
Eigenfunktion von Ax zugeordnet.

Sei x eine Abschneidefunktion mit x(0) = 0,x(1) = 1. Fiir (u,y) € R* x M und

A € ¥, definieren wir?

e ((u,y), 9, A) = (U /2in/A Ay _Y(T(Y)

Wir setzen Xeff durch 0 auf X fort. Dann ist Xeff € C*°(X) und es gilt im Distri-
butionensinn fiir (u,y) € [1,00) x M
Doc(xe ) ((usy), 9, A) = (A% + o+ f2/4) e ((u,y), 1, A) = s (A) (xep ) (), 9, A)

Insbesondere ist (A — WS(A))(Xeff)(w,A) € C§°(X) und somit im Definitions-
bereich der analytischen Fortsetzung der Resolvente von Ax. Schliellich ist die
verallgemeinerte Eigenfunktion definiert als

Bu(z,9,8) = x(2)e, (2,4, 8) = (Ax = A) 7 (Apoe — m(A)) (xey, ) (2,4, 4). (27)

Die Funktionen E, (2,1, A) sind auch eindeutig durch die drei folgenden Eigenschaf-
ten definiert:

1) Eu(-,v,A) € C(X) fiir alle A € ¥, und E, (¢, A) ist meromorph in A
2) (Aloc - WS(A)>E/L(’(/)7A) =0 fiir alle A € ES.
3) Eu( ¥, A) — e, (-, A) € L*(X) fiir A € FP.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu [Mu2]. Punkt 1) folgt aus den entsprechenden
Eigenschaften der Resolvente und der elliptischen Regularitiit; Eigenschaft 2) und
3) folgen aus der Definition (27) von E.

Zur FEindeutigkeit nehmen wir an, dass es eine zweite Funktion G mit den Eigen-
schaften 1)-3) géibe. Dann gilt
(Aloe = 7s(A))(E — G)(A) =0

und (E—G)(A) € L*(X) fiir A € FP wegen 3). Aber 74(A) ¢ R ist ein Widerspruch
zur Selbstadjungiertheit von A, weshalb F = G. O

Entwicklung des konstanten Terms nach Eigenfunktionen von Op ergibt die folgende
asymptotische Entwicklung.

Satz 2.20. Sei p € o(0p). Fiir jedes p € o(Op) und A € C R ist der konstante
Term von E,(¢,\) gegeben durch

PE,( ¢ N [ Z=e, (¢, M)+ > _ el (Tu (X 9), )
VEOT

Dabei sind die T, : €, — &, lineare, in X\ meromorphe Abbildungen zwischen den
Eigenrdumen des horizontalen Laplaceoperators Op.

“Die Normierung mit vol F ist so gewdhlt, dass SIN, = 2 (e —e;;), A > f?/44p.. AuBerdem

ist Pe+ = e4+.
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Wie im Fall einer Mannigfaltigkeit mit zylindrischem Ende kénnen jetzt die Wellen-
operatoren von (Ax,Ax.p) durch die verallgemeinerten Eigenformen ausgedriickt
werden. Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.12 gilt vollig analog zu Theorem 8.25 in

[Mu2]:

Satz 2.21. Sei v(7) = [, - Sei (¢;) € D2, C5° (( + pj,00)) und ¢ =
U ((¢5)). Dann gilt

W (Ax, Ax,p)p = Mz/Q 1 65,7772 r) =
T M T
WAy, Axp)e - fz/z By (03,7)6() =
T~

Es folgt wie dort, dass die E,,(¢) ein vollstdndiges System verallgemeinerten Eigen-
formen von Ax bilden.
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3 Differentialformen

3.1 Glattes Faserbiindel

Fiir weitere Details siehe [Bi-Lo|, S. 323-329 und [Bi-Ch], S. 53-55.

Sei TF das Vertikale Tangentialbiindel, also (T'F), = T,Fy(,). Sei T*F' das duale
Biindel. Sei TH# M eine horizontale Distribution fiir 7 : M — B, also

TM =T*M & TF.
Sei V die Projektion von T'M auf T'F'. Es gilt
THM ~ 7*TB.
Als Biindel von Z—graduierten Algebren iiber M ist also
ANT*M) ~7*(A(T*B)) @ A(T*F). (28)

Sei W das glatte unendlich-dimensionale Z—graduierte Vektorbiindel {iber B, dessen
Faser iiber b € B gerade C™(Fy, A(T*F) | F}) ist.

Das bedeutet
C(B,W) ~C*®(M,\(T*F))

Sei 2V (M) der Unterraum von Q(M), der durch innere Multiplikation mit horizon-
talen Vektoren annihiliert wird. Dann gibt es einen Isomorphismus

QY (M) ~ C®(B,W),w (b—w | F)

Wegen (28) also
Q(M) ~ Q(B)&QY (M)

Damit haben wir einen Isomorphismus von Z—graduierten Vektorrdumen

O (M) =~ Q*(B, W) = C®(B,A*(T*B) @ W)

Sei d = dM &uBere Ableitung auf Q(M). Es gilt d*> = 0. Fiir f € C®(B) und
we QM) gilt

dM((7"f) - w) = (@ dP f) nw+ (7 f) - dMw
Damit ist d™ ein flacher Superzusammenhang vom Totalgrad 1 in der Terminolo-

gie von [Bi-Lo]. Wir betrachten die Zerlegung von d™ in horizontale und vertikale
Anteile.

Definition 3.1. Sei d®' = d!" € C>°(B,Hom(W*, W**!)) das Differential entlang
der Fasern.

Sei X ein glattes Vektorfeld auf B mit horizontalem Lift X € C°°(M,TH M),
also m, X" = X. Weil der Fluss von X ein Diffeomorphismus der Fasern ist,
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operiert die Liebableitung Lieyn auf C*°(M,A(T*F)). Fir f € C*(B) und a €
C®(M,AN(T*F)) gilt

Lie;yna = (7" f)Liexna (29a)
Liexyu ((7*f)a) = 7" (Xf) -a+ (7" f) - Liexna (29b)

Fiir s € C*°(B, W) und ein Vektorfeld X auf B, setze
V¥ s = Lieyns.

Wegen (29a) und (29b) ist VW kovariante Ableitung auf W, die die Z—Graduierung
erhélt. Diese wird in eindeutiger Weise zu einer kovarianten Ableitung auf Q(B, W)
fortgesetzt

vV QN B,W) - QTYB,W),

so dass die Leibnizregel
VW(and) =dPani+ (-1)arvVVe, acQ(B),cQ(BW) (30
erfiillt ist.

Definition 3.2.
dW0=vV . (B,W) - Q" "YB,W)

SchlieBlich sei fiir Vektorfelder X,Y auf B definiert
T(X,Y) = -V[X7 YH] c C®(M,TF).

Dieses T ist eine T'F'—wertige horizontale 2—Form auf M und wird die Krimmung
des Faserbiindels genannt.

Definition 3.3. Sei d>~! = ir € Q*(B,Hom(W*, W*~!)) die 2-Form auf B, die
fiir ein Paar (X,Y) aus Vektorfeldern auf B durch die innere Multiplikation mit
T(X,Y) gegeben ist:

ir(X,Y)(w) =T(X,Y)w.

Damit haben wir d®/ fiir (i,5) € {(0,1),(1,0),(2,—1)} definiert. In [Bi-Lo, Proposi-
tion 3.4] bzw. [BGV, Proposition 10.1] wird gezeigt:

M =d% +d"0 4 q> L (31)

Schreibe schliefllich (n = dim M)
b n—k _
Qv =By (QV) (F) ~B,WY), ok =Pat,
j=0

so dass
di,j . Qa’b N Qa+i,b+j

36



Sei * der Faserweise Hodge-Stern-Operator beziiglich g¥'. Dieser ist ein Operator auf
C®(M,A(T*F)) ~ C>*(B,W).

Auf diese Weise erhélt W eine Hermitesche Metrik A" | so dass fiir s, s’ € C>(B,W)
und b€ B

(5, ")) (B) = /F (b) A #5'(b) = / (5(6) , 5/ (b)) 5, VOl

Fy

Dabei ist (-, ), das durch g¥ induzierte Skalarprodukt auf Q*(F}). Das hermitesche
Faserprodukt A" kann auf Q*(B, W) erweitert werden.

Definition 3.4. Sei 6"/ faserweise formal adjungiert zu d*7, sowie 6% = §%1.

Aufspalten von (d™)? = 0 in horizontalen und vertikalen Grad ergibt wegen (31)

(d2)0’2 — (d0,1)2 =0

(d2)1,1 — dl,OdO,l + dO,ldl,O =0

(d2)2,0 — d2,—1d0,1 + (d1,0)2 + dO,ldQ,—l -0 (32)
(d
(d

3,—1 — d2,—1d1,0 + dl,OdQ,—l =0
4,-2 _ (d2,71)2 =0

)
)
und entsprechende Formeln fiir §%7.

3.2 Faserharmonische Formen

Definition 3.5. Eine Form w € Q*(B, W) heifle faserweise harmonisch, oder einfach
faserharmonisch, wenn dfw = 0 und 6¥w = 0. Der Raum der faserharmonischen
Formen werde mit Q*(B, 7*(F)) bezeichnet.

Sei AT == dF'sF 4+ §FdF. Weil die Fasern von M — B geschlossene Untermannigfal-
tigkeiten sind, ist w € Q*(B, W) genau dann faserharmonisch, wenn Afw = 0.

Das Theorem von Hodge besagt H*(F) = J#¥%(F), also ist dim .#*(F},) eine topo-
logische Invariante von F'. Damit ist .#*(F) — B ein endlichdimensionales Vektor-
raumbiindel iiber B.

Beziiglich A"V gibt es eine direkte orthogonale Summe
(B, W) = Q" (B, #*(F)) © (B, #*(F)") (33)

Mit Iy bzw. IT; werden die Projektionen auf Q*(B, #*(F)) bzw. Q*(B, s*(F)*)
bezeichnet.

Im Allgemeinen lisst d"? diese Zerlegung nicht invariant, also IT; d"°TIy # 0. Ein
hinreichendes Kriterium liefert der folgende

Satz 3.6. Ist die mittlere Krimmung H der Fasern projizierbar, so lassen d*° und
510 die Zerlegung (33) invariant.
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Beweis. Seien zuniichst s1, sy € O (B, #*(F)). Wir wissen aus (32), dass d'%d’ +
dFd"0 = 0. Es geniigt also

we C®(B, #*(F)) =:6"'V¥w=0

fir ein basic Vektorfeld X = 7*X zu zeigen, denn d"¥ wird aus V)Vg konstruiert,
so dass die Leibnizregel gilt. Die folgende Rechnung ist d&hnlich wie im Beweis von
Lemma 2.7 auf Seite 18

X (hy(s1,52)) = Liey(/F (s1, 52>Fb VOlFb>

—/ Liex({s1, 82>Fb)V01Fb+/ (s1, s2), Liex volp,
Fy Fy

Bekanntlich® gilt
Liex volp, 1 Fy, = —¢™ (H, X) volp,

mit der mittleren Kriimmung H der Fasern. Ist jetzt H projizierbar mit m,H = H,
so folgt

Y(hw(81,52)) :/ Liex((s1, 82>Fb)V01Fb —gB(H,X)/ (s1, 82>Fb volp,
Fy, Fy

= hW(V)Vgsl, s2) + hW(sl, V)VgSQ) — gB(ﬁ, Y)hw(sl, $2) (34)

Dabei wurde verwendet, dass V'V vertriiglich mit (, ) F, ist.

Sei jetzt so faserharmonisch, also 6%sy = 0 = d¥'ss.

0= X (" (s1,0"s9)) = X(WW (dF's1, 52))
= WW(V¥dl sy, s9) + WV (dF 51, VW s0) — P (H, X)hW (s1, 52)
= (A 51, 82) + WV (51,67 VY s9) — gB(H, X)W (s1, 52)
= —WW(VWs1,60s0) + WV (51,07 V W s9) — gP(H, X)hW (51, 59)

also

Insbesondere fiir s; = 6% VI)/}/SQ:
WV (s1,51) = gP (H, X)WV (67 V¥ 59, 50) = P (H, X)WV (V¥ 59,d" 523) = 0
und so 51 = 0. Damit gilt VVC>®(B, 7#*(F)) c C®(B, #*(F)).
Sei jetzt s1 € C®(B, #*(F)1), 85 € C®(B, #*(F)). Aus (34)
Y(hw(sl, s2))=0= hW(V}A{sl, s9) + hW(sl, VI)/I(/SQ) = hW(Vggsl, $9)

also VWC>(B, #*(F)*+) c C®(B, #*(F)*')

Die Behauptung fiir Q*(B, W) folgt schliefllich aus der Leibnizregel (30). Die Aussage
itber 010 folgt aus I, d'"°Tly = 0 «: [Ipé"°I; = 0. O

’Lemma 10.4 in [BGV] oder Theorem 6.6 in [La]
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Bemerkung 3.7. Fiir Funktionen besagt Lemma 2.7 auf Seite 18
(d"°To f)(X) = X (o f) = o (X (f) — g(H, X)L f),

also d'OTlgf € eC>(M) = C*°(B,R). Aus dieser Formel folgt auch unmittelbar,
dass
Mod" T, =0 «<:Vf : Ho(g(H, X)IIL f) =0,

und ein hinreichendes Kriterium dafiir ist H = n*H. o

3.3 Kohomologie

Mit Q.(X) werden Formen mit kompaktem Triiger bezeichnet. Wie iiblich sei L2QP(X)
der Abschluss von Q£(X) in der von dem Skalarprodukt

R R

induzierten Norm.
Die meisten Aussagen in dieser Arbeit beziehen sich auf die de Rham-Kohomologie

Hw e P(X) | dw =0}
B dQr—1(X)

HP(X)

sowie auf die de Rham-Kohomologie mit kompaktem Tréger

_ {we X(X) | dw = 0}

He(X) dOPH(X)

Der Definitionsbereich von d,, : L2QP(X) — L*QPT1(X) ist

domd, = {¢ € OP(X) N L*QP(X) | d¢ € L*Q"T(X)},

und entsprechend fiir das Kodifferential d,. Weil Q¢ (X) dicht in L2QP(X) liegt, hat d
einen wohldefinierten starken Abschluss d. Wir definieren die p—te L?—Kohomologiegruppe

ker d,
HP — — 14
(2) im dp,1

sowie die L?—harmonischen p—Formen

%p

HX) ={we L*QP(X) | Aw = 0}.

Nach dem Regularitétssatz fiir elliptische Operatoren sind Formen in jﬁg) (X) glatt.

Fiir w € %”(g)(X) gilt (Aw, w) = ||dw]||® + ||6w||?, also

Aw=0 <: (dw=0A 6w =0).

Insbesondere ist 7 ’27

( )(X ) C ker d,,, und dies induziert eine Abbildung

z%’zg)(X)HH{’Q), w i [w].
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Im Allgemeinen ist dies kein Isomorphismus. Die L?—harmonischen Formen sind
jedoch isomorph zur reduzierten L?—Kohomologie

ker Jp

H? —
imd,_1

(2),red —

SchlieBlich sei noch das folgende Theorem von Kodaira erwéhnt:

L2QP(X) = P (X) @ 602 (X) @ db™ (X))

(2

3.4 Flacher Zusammenhang des Kohomologiebiindels der Fasern

Wegen (df')? = 0 gibt es einen Kokettenkomplex von Vektorbiindeln

df 1) dfv dfv

(W, d™) - 0 — W0 L5 w) —o

mit WY = C®(Fy, N(T*F) | F).
Sei H*(F) = @Zf:o HY(F) das Z—graduierte Vektorbiindel iiber B, dessen Faser
iiber b € B die Komomologie H*(F,) des Komplexes (W;,d) ist. Es gibt einen
natiirlichen Zusammenhang auf H(F') wie folgt:
Sei ¢ : kerd” — H*(F),w — [w] die Quotientenabbildung. Fiir ein j mit 0 <
j < f sei s ein glatter Schnitt in H’(F). Dann gibt es einen glatten Schnitt e
in WU Nkerd”, so dass 1(e) = s. Fiir ein Vektorfeld X auf B gilt d(VWe) =
—V¥W(dFe) =0, also V¥ e € ker d". Der Zusammenhang auf H(F) ist dann definiert
durch ir

VX( Js == Y(V¥e)
Dies ist wohldefiniert, weil fiir e = df’e’ auch V¥ (dfe’) = —d¥'(VWe') € imd”.
Damit ist Vg(F) ein Zusammenhang auf H(F'), der die Z—Graduierung erhilt.

Sei V = 6F — df" € C*>®°(B,End(W)). Das Hodge-Theorem liefert einen Isomorphis-
mus H (Fp) ~ ker(V}) und dieser induziert einen Isomorphismus

H(F) ~ker(V) (35)

von glatten Z—graduierten Vektorbiindeln. Als Unterbiindel von W besitzt ker(V')
eine Hermitesche Metrik, die aus "Y' durch Einschrinkung vererbt wird. Sei Il :
W — ker(V) die Orthogonalprojektion. IIg V"W ist eine Zusammenhang auf ker(V'),
der mittels (35) als Zusammenhang auf H(F') aufgefasst werden kann. Der folgende
Satz ist Proposition 15 in [HHM], siehe auch S. 332 in [Bi-Lo].

Satz 3.8. VI st ein flacher Zusammenhang und es gilt VHF) = T[,VW.

Beweis. Der Beweis ist analog zu Proposition 2.6 in [Bi-Lo]. Zu einem Schnitt s €
H(F) sei e glatter Schnitt in ker d¥” mit ¢(e) = s. Fiir ein Vektorfeld X auf B ist
Vg(Ve € ker d'. Nach dem Hodge-Theorem ist HOV)Vge — V}}(Ve € imd", also
H(F
Vs = v(V¥e) = vV e)
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Dass VH(F) flach ist, folgt aus

(VHENZg — 5(W)2e) = —p((dF d®>~ ! + d>~LdF)e) = 0

3.5 Laplaceoperator auf Q*(Z)

Sei Az der Laplaceoperator auf Z, wobei wir Ay als linearen Operator auf L?QP(2)
mit dom Az = QF(Z) betrachten. Sei Ay die Friedrichserweiterung von Az. Genau-
er definieren wir zuerst q(¢,v) = (¢, Az¥) 20p(z) mit ¢,9 € dom Az. Dies ist eine
quadratische Form mit Definitionsbereich Q(q) = Q£(Z). Sei ¢ der Abschluss dieser
Form. Die Friedrichserweiterung Az von Ay ist dann derjenige auf L2QP(Z) selbst-
adjungierte Operator, der durch (¢, Az1) = §(¢,v) definiert wird. Nach Definition
ist der Definitionsbereich der quadratischen Form von Ay gerade der Abschluss von
dom Ay = QF(Z) in der Norm

ol = ll¢ll* + a(e, ¢),

also der Sobolev-Raum {{(}QP(Z)._ Der Definitionsbereich von Az ist H?QP(X) N
HEOP(Z). Fiir ¢ € dom Az NQP(Z) gilt

i'p=0,  i"(xp) =0 (36)
mit der Inklusion i : M — Z.
Ab jetzt schreiben wir Ay fiir Ag.
Fiir alles Weitere verwenden wir folgende Bezeichnungen:
o O¥F = QYB, % (F))

e Der Fasergrad-Operator « ist der lineare Operator x : Q*(M) — Q*(M), der
durch k¢ = k¢ fiir ¢ € QF definiert ist.

e Durch g, (w) = e"w wird eine Isometrie
ou: (O, 93") — (2", g")

definiert. Seien o, # Elemente aus Q**, die parametrisch von u abhiingen. Setze
0y fort auf Q*(Z) durch o (du A B) := du A o' f3.

e Auflerdem ist es zweckméBig, die Isometrie
ou: L*Q*(Z,g7) — L*Q*(Z,du® + g)
zu betrachten, die fiir o, 8 € Q** gegeben ist durch

ou(a+du A B) = P12 4+ du A B)

e Schliefllich seien

ap = [/2—k, dy, = |a|
a=f/2-id — &, d = |al.

41



Folgender Satz beschreibt die lokale Form von Az.

Satz 3.9. Seiw € Q3¥(Z) und my : Z =R x M — M Projektion. Wir schreiben
w= (o, B) = a+du A B, wobei o, B € T35F parametrisch von u € R abhingen.

Auferdem seien

dM — e—udQ,—l +d1’0 +eudF

To = —ga+(5—0)"+ (@ + @)’
Qu — €7u(d2’71 . 52,71) . 6U(dF _ (SF)

Beziiglich obiger Zerlequng ist

ou(d+6)°0,'w = @; Cf;i“) (g) (37)

Beweis. Sei " der Hodge-Stern-Operator auf Q*(M) beziiglich g™ . Dann gilt

*Z(du/\a — e(2k—f)u «M o

wZa = (=1)deeaeCh=fugy A Mo
Es folgt

*Z(gijla) (— 1)deg°‘ (du A M) (38a)
(0 du A B) = 0, ' M B (38b)

Lokal koénnen « und da geschrieben werden als

a= > frr(uy,b)dyx Adbs

LK,|K|=k
do = Z Oufr x(u,y,b)du A dyx N dbr + dMa = du A dya + dM
1K, K|=k
Seien
dM _ udMqul — e—udQ,—l + dLO + eudo,l
5M — e—u52,—1 + 51,0 + 6"60’1

d.h, 6M ist das zu d¥ beziiglich g™ duale Differential.

dZ(Qul ) =0, (dﬁ/la—i-du/\(aua—k:oz))
d” (o0, ' dun B) = —g, " (du A dy) B)
§%(0, ") = 0, '8,
07 (0 du A B) = —oy  (du NGy B) — 0,1 (0uB — (f — k)3
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Definieren wir schlieflich DM := dM 4 §M  so ergibt obige Rechnung beziiglich der
Zerlegung (v, ) = a4 du A 3, wobei a, § € Q*F

_ DM 0, +(f—k)
Z Z 1 _ u (1
Qu(d +4 )Qu - (&J —k —Dé\/l

Dabei ist 6% dual zu d beziiglich der zu gZ assoziierten Norm auf Q*(Z7). Es ist zu
beachten, dass DM den Fasergrad #ndert.

Dﬂ/j — (67ud2,71 +eu50,1) + (dl,(] +61,0) + (67u52,71 + 6udo,l)

Die Anteile, die den Fasergrad verringern bzw. erhchen sind also

B = e—ud2,—1 + eu50,1 0
- 0 _efudZ,fl _ eu(so,l
e—u52,—1 +eud0,1 0
¢ = 0 —€_u52’_1 _ eudo,l

und

1 (DY 0+ DM 9, + (f—k
Qu(dZ+5Z)29u1:<au _DMf) <au—k _D% )>

(0 kN (A0 =0, 4 f —k
k0)\ ou—k —d"0—g'0
0 k-1 0 k+1
_<k—1 0 >%_(k+1 0 )C
DM g, +f-k\> [0 1
:<8uk ng‘; > +(1 0>(%_¢)

Mit den Definitionen

Ty = =02+ fo. — k(f — k) + (D})?,

Qu — e—ud2,—1 —|—6u50’1 _ €_u52’_1 _ eudO,l

folgt zunéchst
2 1 _ (Tu —Qu
euld+0) e, = <Qu T,

und schliefilich

R e V)

mit

T, = e/"PT,e 1% = 92 + (f/2— k)? + (D))
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3.6 Punktspektrum

Satz 3.10. Die Einschrankung von Az auf das orthogonale Komplement der faser-

harmonischen Formen
Az | (TTgL*Q*(Z, go)Ip)*

hat reines Punktspektrum.

Beweis. Der Beweis ist ganz dhnlich wie der von Satz 2.14 im Funktionenfall. Hier
sollen deshalb nur die Unterschiede erlautert werden. Wie dort betrachten wir eine
Zerlegung

My2
00707 = (02 + (f/2 - k)?) (cl) (1)>+Vu7 Vui= <(Dc5u) <93Q432>

und wenden das Minimax-Prinzip an:

Fir w € dom Az ist

(Azw, W)me(z,gz) . (éAZ@_l(@w)ﬂ @w)LQQP(Z)

”WH%2gp(z7gz) ||§WH%2Q;U(Z)
Im Minimax-Prinzip fiir Az werden also die Terme

- — 2 - _ 2
|9d% 5 vi||” + 1]3067 0~ vy |

A = sup inf 5
vl,..A,UifleHé 'UiEH& ) HUlH
v; Lo Vk<i

betrachtet. Dabei ist zu beachten, dass H}QP(Z) unabhingig von der Metrik auf Z
ist.

Sei w = a+duAf, o, B € QF(Z) mit suppw C [a,00) x M und [|of| g1 = 1,181 =
1; o, 3 parametrisch abhiingig von u € R*. Im Folgenden sind alle Skalarprodukte
und Normen diejenigen in L2QP(Z, du® + go).

o = ((Pa=Qup) ([«

Vo, ) = ((QuaJr(Dé”)%)’ <ﬁ>>
= ((DM)’a, @) + ((DY)?B, B) — (QuB, @) + (Qua, B)
= |IDMa)* + |DMBI” + 2(Quer, B)

2 2
((Vaw, @) = 1Dy ol|” + D5 81" = 2] Qual||Al

Weil ||| = 1, sind alle ||[d*/al|, ||0"7«|| durch eine von a unabhingige Konstante
beschriankt, und entsprechendes gilt fiir 3:

2 2 u u
((Vaw, @) > DY al” + 1Dy 8] = Collle“d"al| + |6 all) + C1. (39)

Eine einfache Rechnung zeigt

IDMal* > |le“dTal® + |[e“sFal = Cylle“dTal| — Cslle"sFal + Cu, (40)
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und eine analoge Abschitzung gilt fiir | DM 3 H2

Nun ist aber ||e“d" a|| > e?||d" a||. Deshalb gilt fiir jede reelle Konstante ¢
|d¥al| 40 : lim (He“dFOzH2 — cle“dFal) = +oo,
a—0o0
und so folgt aus (39) und (40), dass

|(Vuw, w)| = 00 fir a — oo,
falls ||df'wl|| # 0 oder ||6¥w|| # 0.
Wie im Beweis von Satz 2.14 folgt dann die Behauptung.
Definition 3.11. Die Spitzenformen auf Z sind Elemente aus

L2 QP(Z) = {w e L*QP(Z) | 3 > 0: Azw = Iw, II(w) = 0}

cusp

Dabei ist Azw zunéchst im Distributionensinn zu verstehen, aber nach dem Regu-

laritétssatz fiir elliptische Operatoren sind Spitzenformen sogar glatt.

3.7 Zwei Bedingungen

Wir nehmen jetzt an, dass die horizontale Distribution H von 7 : M — B integrabel
ist. Wegen Lemma 1.3 auf Seite 12 ist dies dquivalent dazu, dass d>~! = 0; vgl. auch

Definition 3.3.

Dann ist auch (d19)? = 0 aufgrund (32) und Ay g := d506194510¢10 = (d104§1.0)2,
Weil auerdem nach der Zerlegungsformel von Hodge IIpd" = Ig0" = dFIy

§FTIy = 0, folgt

(D)')? = Arg+e*(67d 0 +a" "0 4 dt 06" +6M0d") + e Ap
o(DY)Ty = oA Tl
und so
3 . T, —Q
5 dZ ZN\2 1 _ u wu
R O
T, 0
~ Z | szl (tu b
0ullo(d” +07)°Tpg, = (0 Tu)
mit

Ty=—82+(f/2—k)>+e*Ar + Arg

+ 6u(5Fd1’0 + dF51’0 + dl’O(SF + 51,0dF)
Qu :e'u((sF . dF)
Tu =— 85 + (f/2 - k)Q + H()AL()HQ

Zuséatzlich sollen jetzt faserharmonische Formen invariant unter Anwenden des ho-

rizontalen Differentials sein, also

I, d*0TI = 0, I, 6011y = 0.
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Dies impliziert
d?Iy = (d® + d> 1 + d"0 + d")Iy = (d® + d"0)Iy = To(d™ + d"0)I1y = Mod?,

weshalb auch Ay die Zerlegung in faserharmonischen Formen und deren orthogona-
les Komplement invariant lisst. In diesem Fall hat IIgAzIly die besonders einfache
Form

0uTlo(d? +67) M5, " = —0p + (f/2 — k)* + Avg.

Fiir die verbleibenden Kapitel machen wir deshalb die

Annahmen:

(A) Die horizontale Distribution ist integrabel, also d>~! = 0.

(B) I d"°Iy = 0, 1,647 = 0

Ein hinreichendes Kriterium fiir Eigenschaft (B) liefert Satz 3.6. Insbesondere ist
(B) bei minimalen Fasern oder einem warped product erfiillt.

Lemma 3.12. Unter den gegebenen Bedingungen ist
A= dV0510 4 L0400 (B, F(F)) — QF (B, A5 (F))

nicht-negativer elliptischer symmetrischer Operator.

Beweis. Die Nichtnegativitit folgt aus Satz 3.8: Ay g = (dV9+§19)2. Aus den lokalen
Formeln fiir VW und (VW)* in [Bi-Lo] (Proposition 3.5 und 3.7 dort; siehe auch

[GLP] ) folgt, dass Aj o verallgemeinerter Laplaceoperator, insbesondere elliptisch,
ist. O

Unter der Annahme, dass die horizontale Distribution integrabel ist, zeigt Lemma
10.4 in [BGV]

d"*volp, = —HY Avolg,, H" dual zu H beziiglich g/, (41)

und wenn auBerdem die mittlere Kriimmung H der Fasern projizierbar ist, H = n*H,
so folgt - B -
d"Ovolp, = —n*H' Avolg, H' dual zu H beziiglich 7.

Weitere Aussagen liefert Lemma 1.7.2 in [GLP]:

Lemma 3.13 ([GLP]). Ist die horizontale Distribution einer Riemannschen Sub-
mersion m : M — B integrabel, so gibt es lokale Koordinaten m = (y,b) in M, so
dass m(m) = b, und in diesen Koordinaten hat die Metrik auf M die Form

g™ = hii(b)db' @ db + fap(y, b)dy™ @ dy” (42)

Wenn zusdtzlich B einfach zusammenhdngend ist, so ist m : M — B global ein
Produkt mit Metrik (42).
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Beispiel. Sei G/K ein symmetrischer Raum vom nicht-kompakten Typ, wobei
K C G eine maximale kompakte Untergruppe der nicht-kompakten, halbeinfachen
Liegruppe G ist. Genauer ist G die Gruppe der reellen Punkte einer halbeinfachen
algebraischen Gruppe G C GL(n, C), die iiber Q definiert ist. Sei I' C G ein arithme-
tisches Gitter® vom Q—Rang 1, so dass X = I'\G//K ein lokal symmetrischer Raum
vom Q—Rang 1 ist. Diese Situation wird auch in den Arbeiten [Har] und [Har2] be-
trachtet. Sei P eine rationale parabolische Untergruppe von G und P = P(R). Dann
ist P eine parabolische Untergruppe von G und es gibt eine ,rationale horozyklische
Zerlegung® ([Web, S.141])

G/KgApXNpXXp.

Ferner induziert I' N P eine diskrete Gruppe I'p, die auf Xp operiert. Der , Spitze“
Z entspricht dann

(T P)\(G/K) = Ap x (T 1 P\(Np x Xp)

Die Basis der Spitze ist M = (I' N P)\(Np x Xp), und die kanonische Projektion
Np x Xp — Xp induziert eine Faserung M — B, mit B = I'p\Xp. Proposition
2.9 in [Web] bzw. Proposition 4.3 in [Bo| beschreiben die lokale Form der Metrik
auf M, und es folgt, dass die horizontale Distribution von 7= : M — B integrabel
ist. Dariiber hinaus zeigt Borel im Beweis von [Bo, Korollar 4.4], dass horizontaler
Paralleltransport die Volumenform der Fasern von 7 erhilt. Wegen Gleichung (41)
sind die Fasern von 7 minimal, insbesondere ist auch (B) erfiillt.

3.8 Spektrale Sequenz

In diesem Kapitel soll die de Rham-Kohomologie H*(M ) unter den Voraussetzungen
aus Kapitel 3.7 untersucht werden. Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist die Spektral-
sequenz des Faserbiindels M — B.

Sei fir 0 <n <dimM
FQ"(M) ={weQ"(M) |w(Y1,...,Y,) =0, fallsn —i+1
der Vektorfelder vertikal sind.}

sowie Fy == Iy fiir ¢ < 0 und F, = 0 fiir ¢ > n.

Im Folgenden sei ¥ Abkiirzung fiir (/(M). Eine Form w € F;Q" kann als Summe
von Elementen der Form 7*n®) A o=k mit n*¥) ¢ QF(B),»™k ¢ QV(M) fiir
k > i geschrieben werden.

Die F; := F;Q" bilden eine Filtration von Q"
Q"=FyD>F D>...0F,DF,41 =0,
und dM ist mit dieser vertriglich, d™ (F;Q") c F;Q"*!, denn

dM(m*n A) = 7 dBy A + (=1 Enp A dMy fir n € QF(B)

bsiehe [Web], Definition 2.1
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Aus dieser Filtration wird wie iiblich eine Spektralsequenz konstruiert, siehe z.B.
[McC], Kapitel 2.2. Immer ist g := n — p. Zunichst sei

2P = 70 = F, QP+, BRY =0

p+q P,q
o p+qg  pPg p+1,q—1
Fp+1Q BO + Z—l

Durch d™ wird eine Abbildung dj? = EP? — Eg’q+1 induziert. Fiir r > 1 wird
definiert

70,4 _ D . P4 P,q+T

ZP1 =kerdy” : By — Ej

PP _ i PO . PaT P,

B = imd, B — Ej

Zf’q = ker dg#] . FprJrq — Qp+q+1/Fp+er+q+1

BPY = (imdp?" : F,_, QP QP 0 FLQP T

Dabei ist Z8? das Bild von ZP*? in E5, und BY? ist das Bild von BP? in E5.

Das Differential
P9 . P49 p+r,qg—r+1
art . EPY — EP

ist das Differential d™ auf QPT9, eingeschrinkt auf E2*?, d.h. das folgende Diagramm
ist kommutativ:

d —r+1
vaq Z7I?+7’7f1 r+

l lproj.

d —r+1
Eﬁ’q r E5+r,q r+

Die folgenden Uberlegungen finden sich im Wesentlichen in [Dai], S.316ff. Seien X
horizontale Vektorfelder, U; vertikal. Wir definieren eine Abbildung

o T Qi W) = 0%(B, 7 NT B @ W)
Fip 1O
w] — w

wobei

&VJ(Xl, Ce ,Xi)(Ul, SN Un—i) = w(Xl, e 7XVZ', U1, ey Un—i)
Offenbar ist @ unabhingig von der Wahl des Repriasentanten. Umgekehrt sei

@(Xl, NN ,Xl)(Ul, ey Un—l)a falls | =14

0 sonst

w(Xl,...,Xl,Ul,.. 'aUn—l) = {

Damit ist o ein Isomorphismus, insbesondere

Eé,nfi _ Qz(B7 W(n—z))
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Schreibe ab jetzt immer j :=n — i.

Es soll do unter dieser Identifikaton berechnet werden. Sei dazu [w] € Ej’, also
& € Q(B,WW). Nach Definition ist d§" ‘[w] = [dMw] € E;" "', Eine einfache
Rechnung zeigt

(de)<X1, ey Xi7 Ul, ey Un—i+l) = (—l)idF(&(Xl, oo ,Xi>)(U1, ey Un—i+l)
mit dem Differential " € C*°(B, Hom(W*, W**+1)) entlang der Fasern, also
dg" ' = (~1)'e"d"e.

Damit kann EP? mit QP (B, H1(F)) identifiziert werden. Das Theorem von Hodge
gibt schlieBlich eine Identifikation

Ei‘,n—i _ Qi(37 %n—z(F))

mit den faserharmonischen Formen.

Jetzt soll d; berechnet werden. Sei [w] € Ei’j, also @ € QY(B, 7 (F)). Nach Defi-
nition d%/[w] = [dMw] € EIT1. Dabei ist zu beachten, dass dM& € Fyy QM)
ein Représentant in EiH’J ist, weil d¥® = 0.

Sei V der Zusammenhang auf TV M, so dass VxU = [X,U] = LiexU. Dieser indu-
ziert den Zusammenhang V' auf Q*(B,W). In [Dai] wird gezeigt, dass

(de)(Xl,... XZ'+1,U1,...,U]')
_Z F(Liex, (&(X1,..., Xpy ..., Xis 1)) (UL, ..., U;)
:VW(w(Xl,... Xi1)(Us, ..., U;)

Sei Il die faserweise Projektion auf die faserharmonischen Formen, die durch das
Hodge-Theorem induziert wird. Es wurde gezeigt

di" " = o ' VW po

Hierbei ist zu bemerken, dass VW1II im Allgemeinen nicht faserweise harmonisch ist.
Ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass IIyVWIIy = VW1, ist, dass die mittlere
Kriimmung der Fasern projizierbar ist.

Es gilt jedoch immer
vWQr(B, HI(F)) c QPTY(B, HI(F)).

Schliefflich ist
EYY = HP(B, #4(F)).

Unter der weiteren Voraussetzung d>~! = 0 zeigt Dai, dass die spektrale Sequenz
bei Fy degeneriert, also

EPS = EPY = HP(B, HI(F)).
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Satz 3.14. Die mittlere Krimmung H der Fasern sei projizierbar und m: M — B
flach. Dann ist

H' (B, #5(F)) = A7 (B, #°(F)) = {w € Q"(B, #°(F)) | Apow = 0}

und
HY(M) = @ 7 (B, #°(F))

r+s=p
Beweis. Unter der Annahme projizierbarer mittlerer Faserkriimmung gibt es eine
Hodge-Zerlegung von Q" (B, 7¢°(F)) beziiglich A g,
O =" @ kerd"’ @ im0

Das beweist die erste Behauptung, und die zweite Behauptung folgt aus HP (M) =
ES =D, «—p B, siehe 2.B. [Bo-Tu] sowie Dais Rechnung. O

3.9 Parametrix

Unter den Bedingungen aus Kapitel 3.7 ist die Konstruktion einer Parametrix der
Resolvente des Laplaceoperators A x auf L2Q*(X) vollig analog zum Funktionenfall,
siehe Kapitel 2.5.1. Wie dort wird die Parametrix Q(\) von (Ax — A\)~! durch
Verkleben eines inneren Teiles Q1(A) und eines duBeren Anteils Qo(A) = (Az — )71

konstruiert. Wieder ldsst Ay die Zerlegung
L*QP(Z) = O (Z) @ LIQF(2Z)

cusp

in Spitzenformen (Definition 3.11) und ihr orthogonales Komplement invariant. Seien
Acusp = HJ_AZHJ_ = AZI_IJ_a Al;Z = 1_[OAZI_[O = AZl_IO
OP(Z) bzw. L3QP(Z). Dann gilt

die Einschrénkungen von Az auf LCusp

(AZ - )‘)_1 = (AcuSp - )‘)_1 + (AI;Z - )\)_1-

Die Resolvente von Acyugp ist kompakt, mit Resolventenkern
Kcusp )\ $1,$2 Z )\ $1 ®7/]z(x2)

fiir Eigenformen v; von A¢ysp zum Eigenwert A;.
Beziiglich der Zerlegung QP(Z) = C*®(R)QP(M) & C*(R)QP~1(M) gilt (Kap. 3.7)

_ T, .
0ul1.20 1—<0 79>, Ty =02+ (f/2—k)*+ Ap.

Der Integralkern Kfp) von (4,10, — \)~! fiir A € C\ R ist durch

K" (O (u,y), (r, 2))
cilu=—r A= —p® _ i(utr)y/A=dg—p) 7k
_ ZZ ak(qur (q&k))(y) Q (QZ)L))(Z’)
ko) A —d2 — plk)
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gegeben, wobei die gb,(f) € OP~F(B, #*(F)) eine lokale ON-Basis bilden, mit Al,oqb;(ﬁ) =
(k) 1 (k)

i dp

Schlieflich ist Keusp + K{p) + du A K{p_l) der Integralkern von (Az — \)~ L.

Fir die spateren Anwendungen geniigt es, die Resolvente in eine Umgebung von

A = 0 fortzusetzen. Sei

7 =min({p + (f/2 — k)? | p Eigenwert von Ay : Q"% — Q"% 0 <k < f} ~ {0})

und 0 < ¢ < 7. Bis auf VA sind simtliche Wurzeln in (43) holomorph fiir A €
B:(0). Benétigt wird also nur die Fortsetzung der Wurzelfunktionen auf X!, die
Riemannsche Fliche zu z — /z. Ist dann

A € Q. = (FPUr; Y (B.(0))) Nz

so sind die Koeffizienten im Resolventenkern (43) in L2 (R*,du) = e®“L?(R™*, du)
mit o > 0. Damit definiert der Resolventenkern fiir A € Q. einen Operator L2 —
L?,.

Wie in Kapitel 2.5.1 wird gefolgert, dass die Parametrix Q(A) eine Fortsetzung zu
einer Familie stetiger Operatoren

Q(A) : o, e ™ LPQ*(RT x M) — 5, e™L*Q*(RT x M), A€Q,
besitzt, und als Verallgemeinerung von Theorem 2.19 erhalten wir fiir 0 < e < 7

Theorem 3.15. Fiir 6> > ¢ > 0,¢ < 7, ldsst sich die Resolvente (A—\)"! analytisch
zu einer in A € Q. meromorphen Familie von Operatoren R(A) € B(L2QP(X), L2 ;Q0P(X))
fortsetzen.

Bemerkung 3.16. Eine dhnliche Aussage gilt fiir beliebiges € > 0, dann muss §

hinreichend grof8 gewéhlt werden. o
Weil OF(X) C L2QP(X) C L QP(X) fiir alle € R und X, = .. Q, folgt

Korollar 3.17. Die Resolvente (A — \)~! besitzt eine analytische Fortsetzung zu
einer in A € ¥ meromorphen Familie von Operatoren R(A) : Q2(X) — L2 QP(X).
3.10 Verallgemeinerte Eigenformen

Unter den Voraussetzungen aus Kapitel 3.7 ist es nun moglich, explizit die verallge-
meinerten Eigenformen von Ax zu konstruieren.

Eine Element aus Q% = Q!(B,#%(F)) ist ein Schnitt im endlichdimensionalen
Vektorbiindel Wit = A'T* Bo.s#% (F) iiber B. Damit gibt es eine Orthonormalbasis
{¢,} von L*(B,WF™) aus Eigenformen von Ay o:

Al,OCbu = N¢ua ¢,u € Qbk.
Sei 1 € O*F eine faserharmonische und vom Fasergrad k, so dass

A0y = .
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Sei z — /z der Zweig der Wurzel, fiir den Im /2 > 0 fiir z € C \ R*. Dann sind
fu,k,i(u) = eﬂmu die Lésungen von
(=00 + (F/2 = k) + =N f =0.

Fiir A € C\ [(f/2 —k)? + p,00) ist fux+ € L*(RT,du) und f_ ist nicht quadratin-
tegrierbar.

Definition 3.18.

et Nty (u,2)) = 0 s (w)h() = L EEVATITRTR ey 0

Nach Definition von g ist
ex(M¥) € L2 (Z,97) «<: fr(A) € L*(RT, du).
Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.7 gilt

Mo TuMo(fi(w)) = Tul(fe(w)t)) = M fa(w))
AuBlerdem ist Q(f+(u)y) =0, also

AZey,k,i(/\v lﬂ, (u7 x)) = Aeu,k,i(A7 wa (’LL, IE))
Az(duneyr+N Y, (u,x)) = MduAeyr+(N Y, (u,x)))

Die e, + selbst erfiillen nicht die Randbedingungen (36). Deshalb bilden wir wie in
Kapitel 2.5.3 die Linearkombination

1
SIN, = E(euﬂr =€)

Wie dort kann dann gezeigt werden, dass ein vollstéindiges System von verallgemei-
nerten Eigenformen von Az gegeben ist durch

{SIN,, k,+(¢), du ANSIN,, 1, +(¥) | 0 < k < f, (u,7) so dass
v € X (B,ANF)), Arov = b}

Die auftretenden Wurzelfunktionen lassen sich wieder auf die Spektrale Fliche X
(Kapitel 2.5.2) analytisch fortsetzen. Die Verzweigungspunkte sind jetzt gegeben
durch

{p+ (4 —k)?|pea(Aig), 0<k<f/2}.

Die Funktionen e4 besitzen eine Fortsetzung nach X:

eu,k,:l:(A7 wa (U, $)) = é;lfmk,:l:(Aa u),@b(év)a Ae 2S
mit flu,,k,i(Ay U) — €iimu

Sei ¢ € QP~F(B, #*(F)) eine Eigenform von Alﬂ)k zum Eigenwert pu, A € ¥, und
A =mg(A).
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Mit einer Abschneidefunktion x auf X mit supp x C Z, und der Fortsetzung R(A)
der Resolvente von Ax — A werden wie iiblich die verallgemeinerten Eigenformen
von Ax definiert:

Eu (A 9)(p)
Eu (A, du N )(p)

x(p)epk,— (A b, p) — R(A)(Ax — N)(x(p)eur,— (A, p))
x(p)du A ey, — (A, ¥, p)
— R(A)(Ax = N (x(p)du A ek — (A1, p))

Wie im Funktionenfall (Kapitel 2.5.3) ist die verallgemeinerte Eigenform E, (A, )
eindeutig durch die drei Eigenschaften

1) Eu(A,4) € QP(X) und E,(A, ) ist meromorph in A € 3.
2) Fir A € ¥, gilt AE, (A, ¢) = (A EL (A, )
3) Fiir A € FP ist E,(A,¢) — xe— ,(A, ) € L?QP(X).

definiert.

Ebenfalls wie dort kann mit Hilfe der Wellenoperatoren gezeigt werden, dass die
{E,} ein vollsténdiges System verallgemeinerter Eigenformen von Ax P, bilden.

Wir haben gesehen, dass das wesentliche Spektrum von Ax durch die faserharmoni-
schen Formen bestimmt wird. Analog zum Funktionenfall wird der faserharmonische
Anteil IIp(E, [ [1,00) x M) von E,, als konstanter Term von E,, bezeichnet.

Ein Ziel dieser Arbeit ist, Reprisentanten von Kohomologieklassen aus verallgemei-
nerten Eigenformen zu konstruieren. Deshalb mo6chten wir jeder Kohomologieklasse
in [¢] € H*(M), [¢] # 0 eine verallgemeinerte Eigenform zuordnen.

Zunichst ist nach Satz 3.14

H (M) = D H" (B, #M(F))
k

Sei [¢] € HP~*(B, #%(F)). Nach der Hodge-Zerlegung ist
HY"(B, " (F)) = 27 H(B, #M(F))

es gibt also einen eindeutigen A; g—harmonischen Représentanten ¢g von [¢], und
falls A1 g = ¢ mit p # 0, so ist [¢] =0 € HP(M).

Deshalb betrachten wir ab jetzt nur verallgemeinerte Eigenformen zu g = 0 und
definieren

E(A,[¢]) = Bo(A, ¢) fiir ¢ € 47 *(B, A*(F)).

3.11 Asymptotik des konstanten Terms

Wir méchten die asymptotische Entwicklung des konstanten Terms IIgE(A, ) be-
stimmen.
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Sei dazu
ex (A, @) = e@EVAV=Eug e (B AH(F)), Aigp=vd, A€,

Sei v € PRk = JP=k(B, AH(F)) C AP(M).

Entwicklung nach Eigenformen von Ajg : Qp—bl — Pl fiir jeden Basisgrad p — I
ergibt wegen (Az — ms(A)) I E(A, ) =0

f f
MoE(A,$) = e—o(A, ) + D ex0(A, ) +dun Y ero(A, 1)
=0 =0

f f
Y e (L) + DY duner (A (44)

=0 11>0 =0 v>0

Dabei sind ¢!, € QP=h, wlv € QP~+LI-1 Eigenformen von Ay,
A I ! A o 71
1,0¢1/l - Vl’l/Jz/lv 1701/}% - f)/lfl/}'yl'

Die Indizes der Eigenwerte von Aj o werden im Folgenden unterdriickt. Sei el
Q% B, #"(F)) der Eigenraum von A; ¢ zum Eigenwert v. Wir definieren jetzt linea-
re, in A € ¥ meromorphe Operatoren

Sy, TN eyt - eyt
durch (44) als
TN ) =9, SPAY) =

Von besonderem Interesse ist der Eigenwert 0 und der entsprechende Operator
T, ) P (M) — 7M. 0<1< f

Manchmal verwenden wir auch die abkiirzende Schreibweise Ty = Elf:o T(gg.

Mit diesen Bezeichnungen wird (44) zu

HOE(Av ¢) = e*,O(Aa ¢) + €+,0(A, TOO (Aa ¢))
+du A ey o(A, Soo(A,v))
+ et n (M Tow (A1) + > duAeg (A, Sou (A, ) (45)

v>0 v>0

Die beiden Reihen ) ., sind schnell fallend in «, und alle Terme bis auf e_ (A, )
sind fiir A € FP in L2Q*(X). Es wird sich zeigen, dass der Term duAe o(A, Soo(A, 1))
in 45 nicht auftritt.

Fiir ¢ € Q*(B, W) ist

dZ(ex p (N, 0) = (atiy/A—p—d)dunes (A @) +es, (A d?p)
dZ(duheru(A,9)) = —dund"(esu(A,0))
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Sei jetzt immer ¢ € (B, /% (F)). Zunichst ist fir A € FP

dZHOEO AY) = a—zm)duAe oA, )
a—l—Z\/i Ydu A eq o(A, Too(A, 1))
+Z{(Q—|—2\/T Ydu A e (A, Tou (A, )

v>0

Fep (A dO(A, Ty (A, ) }
— Z du A d(ey (A, Sou (A, 1)) (46)

v>0
denn d"0(Topyp) = 0,d" (Touyp) = 0,dM (Soop) = 0.
Entsprechend (45) hat E(A, du A ) eine asymptotische Entwicklung
HoE(A, du Avp) = du A e o(A, ) + du A ey o(A, Too(A, )
+ e4.0(A, Soo(A, 1))
+ D e (NS0, (A 9) + D) duner (A Tou (A, 0)  (47)

v>0 v>0

mit gewissen linearen, in A meromorphen Abbildungen T()J,, S[)J, 1 €g — &y, die wie
oben definiert sind.

Vergleich von (46) und (47) ergibt mit der Eindeutigkeit der verallgemeinerten Ei-
genformen

dE(A,Y) = (a — iy A = &) ($) E(A, du A1) (48)

Da in (46) kein entsprechender Term auftritt, kann auch e (A, Soo(A, 7)) in (47)
nicht vorkommen, und Vergleich der entsprechenden Koeffizienten liefert

(a — i/ — ) () Too(A %) = (a+ i/ A — ) (T (A, ). (49)

Weiter gilt
* MoE(A, du A ) = e o(A, ") + ey (A, " Too (A, )
+ Z du A ey (A, +MTh, (A, ) + Z DPdu A e (A, M So, (A, 1)) (50)

v>0 v>0
Vergleicht man dies mit (45) fiir ¥, so folgt zuerst
E(A, M) = +E(A, du A ), (51)
und daraus, dass in (45) der Term du A ey o(A, Soo(A, 1)) nicht auftritt, sowie
Too(A, ¥Mvp) = xMTyo(A, ).

Weiter ergibt Koeffizientenvergleich unter Verwendung von (49) und (51)

(@ — i/ A = &) () Too(A, *) = ¥ (a +i\/ A — &) (Too(A, 1)) (52)

Insgesamt
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Satz 3.19. Die asymptotische Entwicklung des konstanten Terms von E(i, A) mit
Y € (B, #F(F)) lautet

HoE(A, ) = e—o(A, ) + et 0(A, Too (A, )
+ Z 6+,V(A, TOI/(A, w)) + Z du A e-i—,V(Aa SOV(A7 7/1)) (53)

v>0 v>0
mit linearen, in A meromorphen Abbildungen Ty, So, : €9 — E,.

Entsprechend

H()E(A, du N\ @D) =du A 6_70(1\7 1/1) + du A 6+70(A, T()Q(A, ’(ﬁ))
+ > dunes (A To, (A 9) + D eq (N Son(A¢) (54)

v>0 v>0

Jetzt soll noch eine Funktionalgleichung fiir Tyg bestimmt werden. Seien v, die in
Kapitel 2.5.2 beschriebenen Erzeugenden von Aut(3s). Dabei ist 7, dem Verzei-
gungspunkt v + dz zugeordnet. Genauer ist v,x : X5 — g eine Decktransformation,
die durch eine geschlossene Kurve definiert wird, die genau den Verzweigungspunkt
v+ d% umlauft.

Lemma 3.20. Es gilt die Funktionalgleichung
E(A %) = E(yord, T (A,9)) (55)

Beweis. Wegen (25) ergibt (53)

o E (YorA, ©) = e4.0(vorA, ) + e o(A, T (yor, ) + e 0(A, Tz M (qorA, 1))
+ e (A Tou(YorA, 9) + > duAeq (A, Sou(vorA, 1))

v>0 v>0

Der einzige Term auf der rechten Seite, der nicht in L? liegt, ist e_ o(A, ng] (Yor A\, ©)).
Eindeutigkeit der verallg. Eigenformen liefert

E(yor, &) = E(A, T (oA, 1))

bzw. wegen 'ng = id die Behauptung. O

3.12 Maass—Selberg Relationen

Die Maass—Selberg Relation werden wichtige Informationen iiber Lage der Pole sowie
das asymptotische Verhalten der verallgemeinerten Eigenformen liefern. Die folgen-
den Rechnungen orientieren sich an [Rol].

Fiir ¢ € P(M) sei ¥ der Anteil in #P~*F,

Schreibe X = X, Ly Z, mit Z, == [r,00) x M. Sei E = E,,—g und E" = E —IIy(F |
Z,). Wegen Eigenschaft 3) der verallgemeinerten Eigenformen” ist E"(A) € L?2Q*(X)
fir A € FP.

"Siehe Seite 53
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Satz 3.21. Sei v1 der kleinste positive Eigenwert von Ao und 7 mit 0 < 7 <
min{1/4, 11} sei kein Pol von E(.,¢). Fiir ¢ € #*(B, " (F)) mit k # f/2 gilt fiir
die abgeschnittene verallgemeinerte Eigenform E" (T, ¢)

or\ /&7
IE7 (@) = e 0l -\t = 7 {To(7.9). ¢) = (9. Too(r,9)) |
T

e—2r\/m ] 9
- Y T ——ITu(.9)

b0 24 /dP+v—T

V+dl2>0

Ist ¢ € (B, #1/2(F)), so gilt entsprechend

1E"(r, 9112 = (|l 6]> + 1T/ (r, 6)|1%)
— i { (T o), T 0) — (T 0) 2 TP 0)) |
1 . .
g YT To(r ), 9) = VTG, Too(r 0)) |
e—2r dlz-‘rV—T [l} 5
- Y el 9l

v>05l Q\Id% +v—T
v+d; >0

Beweis. Der Beweis der Formel ist analog zu dem von Proposition 9.17 in [Mu2].
Sei ¢ € #*(M) und A € C~ R,. Sei g™ = 7*¢gP + g7 die unskalierte Riemann-
sche Metrik auf M und mit (, ),, werde die induzierte L*~Norm auf M ~ 90X,
bezeichnet.

Esist E" | Z, =11 (F 1 Z,) und dort lasst A = Ay die faserharmonischen Formen
unter den gegebenen Voraussetzungen invariant. Die Greenschen Formeln ergeben

(AE", E")2x) — (B, AET) 2 xy
= (A(E1X:), BE1X))pax,) + (AILL(E 1 Z:), TLL(E 1 Z0)) 2z,
—(E1X, A(E1 X)) 2x,) — TL(E T Zr), ALL(E | Z))12(2,)

- N, 2| B9,
(BN, 5, E@ ),

(B E@ N, BON) = (=] TGN, TLEG.A(r)

= (BB, N)(1), bugg], 0BG, ) = (8] HoE(6: N, aulloB(6.N(r.))

+ <HLE(¢, )\)(’I“, ) > _%‘THLE(qb’ )\)>M

r

Dabei wurde verwendet, dass % dulleres Einheitsnormalenvektorfeld an X, und

inneres ENVF an Z, ist, sowie dass g, = e~ % : Q*(M,,gM) — Q*(M,gM) eine
Isometrie ist.

Seien Al,AQ c FP =C \ R+,£i.h. ImA; > O,ImAQ > 0, sowie A\{ = TI'S(Al),)\Q =
7s(Ag). AuBerdem seien \; # Ay. und A; kein Pol von E(¢) sowie Ag kein Pol von
E(y).
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(A2 = A (E" (¢, A1), E" (1, A2)) 12(x)
= (E"(¢, A1), AE" (Y, Ag)) — (AE" (¢, A1), E" (¢, A2))
<8@‘ o E(¢, A1), ToE (), As)(r, -)>M

— (Gl E(3, A1) (), Gui| 0B (. A2))

Wir verwenden im Folgenden die Notation

Al,AQ \/Al—l/—d2:|:\//\2—y— Z/EU(AL()) (56)
Fiir den konstanten Term IIpE(A, ¢) gilt die Entwicklung

o E(A, ¢) = e—o(A, @) + ex0(A, Too(A, ¢))
+ Z e_,_,l,(A, TOV(A, qb)) + Z du N\ €+,V(A, SOV(Aa Qb)) (57)

v>0 v>0
fiir alle A € ;. Dabei war definiert ex (A, ¢) = 0,1 f., (A, ¢) mit

Fan(A, @) (u) = eFiVA-v-dug

Eingeschrinkt auf M verschwinden die Terme mit du A . . ..

(2uf], 0 E(9: A1), GuILEW, A2)(r,))

(iy/Ar— ) f- (A1 8) + 30y A — v — &) o (Ar. To (A1, 0)),

v>0

Foo(Ba, ) + 37 fru(Ba, Tou(B2, 1)) (58)

v>0

Beachte nun v\ = —V/X\. Wir verwenden die Notation 0(a)(p, ¥) =3, 0(ar) (ol pl)
fiir eine Funktion 6.

(A2 = A1) (E" (¢, A1), E" (9, A2))
= —isge S0 p, ¥) + Y s, € (Toy (A1, 6) , Tou(Aa, 1))

v>0
s {07 (Too(Ar,8), ) — 707 (0, Too(Az,v)) }
und schlieBlich wegen sts~ (A1, Ag) = A1 — Ao

(59a)

(B (6 M), B7(6,A9)) = e 576, )

0

- L_{ 0" (Too(A1,9) , ) —e 07 (4, TOO(A2,¢)>}
50

— Z ’ +ZSVT<T01,(A1, ¢)7 TOI/(A27¢)>'

I/>0
(59b)
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Weil Im /= > 0 fiir z € C\ R, gilt fiir o > 0,6 >0
Vvotic = +J/o+— \f +o(¢e)

V—oxic = z\f:t7+o()

Somit folgt fiir 7 > v+ d?, Im A; > 0,Im Ay > 0

lim Sj()\l, )\2) =0

A1, A2—T
lim s, (A1, A2) = 24/7 — v —d>.
A1,Ag—T

Entsprechend fiir 7 < v + d?

lim  sf (A, Ae) =2i\/v+d*—7

A1, o—T

lim S;()\l,)\g) =0.

A1, \o—T

SeiT € 9 FP ~ C\R*, sodass 0 < 7 < min{1/4, v} und € > 0. AuBerdem nehmen
wir an, dass E(A, ¢) in einer Umgebung von 7 !(7) holomorph ist.

Wir setzen jetzt A\ = Ao = 7 + ic¢ in (59a) und lassen ¢ gegen 0 konvergieren. Nur
fiir Fasergrad = f/2 und v = 0 ist 7 > v + d°.

Spalte in Terme mit Fasergrad f/2 bei v = 0 und andere.
20| BT (A, @) = ~2iv/re VT g2
+2iv/re VT Mo
€ i/TT 2 —2i\/T1 2
_ \7{62 NG <T(££/ }¢’ ¢[f/2]> _ 2T <¢[f/2], TO[{;/ ]¢>}

/1/8 T 277'

- e VT
d°—T

_9 /d2_7' . {eisr/\/g2—T<T(%éf/2]¢’ ¢[;ﬁf/2]> —zer/\/ <¢[7$f/2] T?’éf/2}¢>}
1€ _op 2,

e VT o)

d2—7'

—2r\/d*+v—1
F = YTl + ol
v>0 -

Fiir e — 0, weil bei 7 kein Pol liegt

VAl P = VAT o
— & -7 - {<T£§f/2]¢, PlAT/2) _ (glAI/2 T(%éf/?](b)} (62)
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Wir dividieren (61) durch 2ie und verwenden (62).

R A AV UL &

VT (T 4 i, )P

3

—ﬁ(HTW](THa@Hz 178/ (7, )11%)

-z 2. {m%éf/z] &, P12y _(gl#1/A | TS/ ¢>} (aus (62)
! T —2i\/TT
+W{€2f (TP, g1/ — =2V (gl it )
2_r
+ T 2PV P /22

1 Va2t oier/\ &=
"‘g d2—7' . { ier/+/d? < #f/2¢ ¢#f/2> ier/+/d? < 7éf/2 (%éf/Q](w}
_ 72r\/d277HT[¢f/2]¢H2

d2—7'

_ 2 _
Y e VER T T 6 4 ofe)
l/>02 d +v—T

Fiir € — 0 unter der Annahme, dass T L7/2] bei 7 keinen Pol hat

1B (7, 91> = r(| 72|12 + |1 TH/ P (7, )11%)
—ivr{ (-2 0. 1 (7 0)) — (17 (7. 0) . kI ) )

1 2T /2] [F/2y _ g=2iv/r glf/2)  lf/2)
+2M{ (126, ¢11/2) — e (gl T lg) |
+ 2r\/d2—‘rH¢7éf/2]H2

d2
s \/E {(T[#/Q]qﬁ Iy _ (A1 T(g?)éf/Z]@}
o —2T\/ﬁ”T[7ﬁf/2]¢H2

d2—7'

—Z e L
l/>0 tv—T

Aufspalten in Terme mit Fasergrad f/2 und andere ergibt so die Behauptung. [

3.13 Umparametrisierung
Wir betrachten ab jetzt nur 0 < A < 71 = min{1/4, v; }, wobei v; der kleinste positive

Eigenwert von A sei. Dann geniigt es, statt ¥ eine zweifache Uberlagerung von
C zu betrachten; siehe Kapitel 3.9.
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Sei fiir A € C\ R"

s=8us(\) =di, —in/A—v—di,

A= s(2d — s)
elzjt()\’ ¢) — e(aki(dk—s))r¢’ ¢ e Q*’k(M)

so dass

Es gilt fiir die Bezeichnungen aus (56)

S+k(/\1, )\2)

v,

Sl:k()\la )\2)

i(su(M) + su,k(A2) — 2dy)
i(su,6(M) = spk(X2)).

Fiir A € FP ist sg(A) = di —i4/ A — dz also Resq , > d.
Aus (59a) wird nun fiir ¢, € J5F(M)

(2d, — 5 =5)(5 =5)(E"(5,9), E"(s,¢))
_ (§ - §)e(§+§—2dk)r<¢ ’ 77b>

(545 = 24) { (T (3,0) , ) — (6, Too(s, ) | (632)

- is;(§7s)eis’er<Tou(§,¢)7 Tou(s, )

v>0
und aus (59b) fiir § # 5 und §+ 5 # 2d;,
(B"(5,0), B(5,0) = 55200, 0)
+ gf 3 {e(j_é)r<T00(§7 6), ¥) = eIg, Too(s, 1)) }
~i 3 Tl Tiow)

Gleichungen (48), (51) werden zu

dE(s,v) = (ax —di + s)E(s,du A1)
E(s,*y) = x*E(s,du A1),

und aus (52) wird

(ar, — di + $)Too(s, ") = (ag + dp — s) *™ Télé](s, )

;
3 (an+ iy /sy — 5) — @2 ) #¥ T (s, ). (66)

1=0
I£k
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3.14 Pole von E(s)

Sei U eine in C offene Umgebung von 0 und 2dj, so dass s(2d; — s) € B:(0) fiir
t <71 =min{l/4,11}.

Satz 3.22. Sei ¢ € S*F(M). Sei Re(s) > dy, und s € U, d.h. s liege in der
Zusammenhangskomponente von U, die 2dy enthdlt. Fir jedes € > 0 g¢ibt es eine
Konstante C(g), so dass HTOUV](S,@H < Cl(e) fir s € UN{Res > di,Ims > e}.
Insbesondere kinnen Pole von E(s,¢) in U N{Res > di} nur in (dg,2dy] liegen.

Die Ordnung eines Pols ist 1. Dariiber hinaus ist T(gg/Q] holomorph bei s = 2dy,.

Beweis. Betrachte in (63b) § = s, 0 = Res > di,Ims # 0 und s € U. Die linke
Seite von (63b) ist > 0 fiir ¢ = 1. Weil Re (s) > di, also A = s(2d, —s) € C\ R,

ist
sjl:2ilm\/)\—u—dlz wobei Im\//\—u—d?ZO.

Somit

+l
ze v 1]
3 1T (s, )% <

v>05l SV l

(s, )2l

‘ o(s+5—2dp))r

S+S—

+2‘

6((7 dk’f'

_ e 2
= 7 Hng Tm ’HT()O( P)llllell-

Sei jetzt ||¢||L2(M,gM) =1, also

2(oc—dg)r

istr (
ie"’v 1] e
3 1T (s, )% < +

et z/l 2|0 — dy| |Ims[

1756 (s, &)1l

Nach Multiplikation mit e~2(°=@)" erhalten wir eine Abschiitzung der Form

,LCVZ
2

v>0;1 “vl

] 2 1 T
15, (s, )H_% 0 ,ImS‘H 0 (5,90)ll (67)

mit nicht-negativen Konstanten c,C,;, die von r abhéngen, aber fiir r — oo be-
schriankt bleiben. Jetzt wird das Verhalten von beiden Seiten von (67) in einer Um-
gebung von sy verglichen.

Wir unterscheiden vier Fille:

1) Sei Resg > dj,Imsg # 0. Dann ist (Sj,l)_l beschriinkt fiir s — s¢ und alle (v,1);
folglich ist (67) von der Form

CI 756 (s, @)1 + > CollTou(s, 9)II < 1756 (s, )] (68)

|I |
Sei n die Polordnung von T é}g](., ¢) bei sp. Fiir s hinreichend nahe bei sy gilt
wegen (68)

(k] < Y2
00 H = \Ims\

ils = so] 72" < | T8 (s, )2 <

< s—so| " (69)
\I |
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fiir gewisse positive Konstanten 71, ~s. Liegt sg nicht auf der reellen Achse, so
bleibt beschrankt fiir s — sg. Es folgt

|Im \
v]s — 50| 72" < |s — so| " =: n<0.

Damit ist TOUS}(-,QS) bei so reguldr, und wegen (68) miissen auch alle Ty, (-, ¢)

regulér bei sg sein.

Sei jetzt Imsg = 0 mit d < so < 2dy, insbesondere k # f/2. In (67) ist zu
beachten, dass fiir 7 := so(2d; — s¢)

SIl(T,T) =2/T—v—d}=0

werden kann, falls v+d? < di. Wir withlen darum zuerst sg so, dass si’l(T, T) # 0.
Dann zeigt (69) fiir s nahe bei s

Y8 — 50| 72" < s — so| "L, 4 > 0 =: n<l,

die Polordnung von TOUS}(-, ¢) bei sq ist also hochstens 1. Hat die linke Seite von
(68) bei sg einen Pol der Ordnung m, so folgt wie oben 2m < n + 1 < 2, also
haben die Ty, eine Singularitdt hochstens erster Ordnung bei sq.

Zu einem s in (di, 2dy,) seien jetzt (v,1) so, dass s;,(7,7) = 0. Dann ist

SIZ = 2iIm\/s2dk—8)—v—d12
= 2ilm+/—(s — 50)2 — 2(s0 — dy,)(s — s0) = O(|s — s0|"/?)

Fiir die Polordnung g von T(gﬂ(., ¢) bei sy bedeutet dies 2¢+1/2 < 1, also ¢ = 0.
Die entsprechenden Anteile sind also holomorph. Fiir die Terme mit allen anderen
(v,1) ergibt sich wieder die maximale Polordnung 1 bei sq.

Wir betrachten jetzt sop = 2dy, und d, > 0, d.h. k # f/2.

s0.572 = V/5(2di = 8) + V/5(2di — 5) = O(|s — 2du|"?)

fiir s — so. Fiir alle anderen (v,1) ist (s,)~! beschrinkt fiir s — so. Somit ist
(67) von der Form

yils = 2di| 2 TP (5, )12 + CITE (s, )12
+ 32 ClTonls, )P < T s, 0

Vollig analog zu 2) folgt, dass ng] und 7T [g nur einen Pol erster Ordnung bei sg

haben koénnen. Hat die Singularitdt von To[o/ ! bei sg die Ordnung ¢, so folgt wie
oben 2g 4+ 1/2 <1, also ¢ = 0.
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4) Zuletzt sei sg = 0 fiir £ = f/2. Dann ist lsarf/2| < 7|s| fir s nahe 0. Hier wird
also die Abschétzung

_ c J
yuls| TSP (5,012 + Y CullTou (s, 9) 1% < 1T (s, 0)]| + =

|Im s| |'s|

betrachtet. Wie in 3) folgt 2¢+ 1 < g+ 1, also wieder ¢ = 0. Damit miissen aber
auch die Ty, regulér bei sg sein.

O]

Satz 3.23. Die Polordnung von E(-,¢) bei so € U ist das Mazximum der Polord-

nungen von Téﬂ(-, @) bei sg. Insbesondere hat E(-,¢) hichstens die Polordnung 1 bei
2.

Beweis. Dies folgt direkt aus (63b) und dem Beweis von Satz 3.22. O
Lemma 3.24. Sei 5 kein Pol von E"(.,$) und s kein Pol von E"(.,1). Dann ist
<T00(§7 ¢) ) ¢> = <¢7 TOO(Sa ¢)>

Beweis. Unter der Annahme, dass § kein Pol von E"(., ¢) und s kein Pol von E"(., )
ist folgt aus (63a) fiir § =5

0= 2(5 — Qdk){<T00(§7 <f>) ) ¢> - <¢7 T00(8,¢)>}

Wegen Satz 3.23 sind die Tpg holomorph bei 5 bzw. s und die Behauptung folgt. [

3.15 Residuen

Wir haben gesehen, dass die Pole in einer Umgebung von U von 2dy nur in U N
(dg, 2dy] liegen und von erster Ordnung sind. Sei also s € U N (dg, 2dx].

Wir wihlen nun zuerst sg so, dass s;,(7,7) # 0 fiir alle [, v. Nach Multiplikation von
(63b) mit (§ — s0)(5 — sg) lassen wir zuerst s — sg und dann § — sy konvergieren.

(ressy E" (-, @), ressg B (-, 9))

ot
) ezsyylr .
= (9, ves Too( ) = i D (resuy T)(5,6) , ress, Ty (s, 1))
v>05l vl

l

—2r\/v dLQ—T
=, resg, Too () = > ~ T s T, 6), vesy T (s, ) (70)

v>00 24 /v +dE — T

Die Summe konvergiert fiir 7 — oo gegen O.

Fiir sg = 2dy, also 7 = 0 ist jedoch

s:l(T,T) =0 <:(v=0AI1=f/2).
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Sei zuerst d;. > 0.

ez’s()+7]c/2 (8,8)r

. . A 2]/~ 2
L R A 2di) Tl 2 (3, 0) . (s — 2di) T/ " (5, 0))
. oiV/3(2dk—3)r ) )
= lim (5 — 2d)TH/% (5, 0) , resyq, TH/Z (y)) = 0,

s=2di \/3(2d), — 3)

wobei in der letzten Zeile verwendet wurde, dass Té{;/ 2 holomorph bei 2d; ist. Ent-
sprechend fiir dy, = 0, also o € J*1/2(M):

eis(;f/2 (8,8)r

1. 1. - AT[f/z} /\’ , T[f/Z] ,
PR Tl 0 ) )
. eér . R

= lim (37507 (5,0), reso T P (w)) = 0.

Durch Vertauschen der Grenzwerte erhalten wir schlieilich

Satz 3.25. Sei ¢ € H*F(M). Sei sg = 2dy, oder so € U N (dy,2dy), so dass
st (7,7) # 0 fiir alle l,v. Dann ist resg, E(-, ¢) € L*Q*(X) und

v,l

(resso E('7¢)7 I'eSs E(vw)) = <¢7 IeSs TOO('7¢)> = (resso TOO('7¢)7 w>

Von besonderem Interesse sind die Residuen bei 2d;. Wir verwenden die Abkiirzun-
gen

C(¢) = resaq, Too(., @),
E((ﬁ) = TeSgq, E('? ¢)

Korollar 3.26.
Ol — (6[’?])*’ Ol >0

und F*F (M) zerfillt in die orthogonale direkte Summe
AF(M) = ker ¥ @ im C¥)
Korollar 3.27. Sei ¢ € #F(M).
E(s, ¢) ist holomorph bei s = 2d), <: ¢ € ker Ol <. ¢ € ker C
Beweis. Sei ¢ € ker CH. Satz 3.25 ergibt
IE@I? = (C¥(9), ¢) = 0:E(¢) = 0.

Ist umgekehrt E(¢) = 0 so folgt aus Satz 3.23, dass Tpo(., ) holomorph bei 2d, ist.
O
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Satz 3.28. Fiir ¢ € #*F(M) sind die Residuen von E(s, ) und von E(s,du A ¢)
bei s = 2dy, in L*Q*(X).

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.25 und E(s, x1)) = «E(s,du A ). O

Insbesondere sind die Residuen geschlossen, denn
IdE|* + |SE|* = (AE, E) =0.

Es gibt also eine Abbildung

AL(X) = HY(X),  Ew— |[E]
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4 Theorem vom Hodge—Typ

Fiir eine kompakte Mannigfaltigkeit M gilt bekanntlich J#?(M) ~ HP(M). Fir
eine nicht-kompakte Mannigfaltigkeit X ist eine glatte Losung ¢ von Ax¢ = 0 im
Allgemeinen nicht geschlossen, reprisentiert also keine Klasse in HP(X). Jedoch sind
glatte, L2—harmonische Formen immer noch Reprisentanten in HP(X).

Ziel dieses Kapitels ist es, harmonische Reprisentanten von HP(X) zu finden, ins-
besondere auch solche, die nicht in L?QP(X) liegen. Dabei wird wie in G. Harders
Arbeit [Har| vorgegangen.

Wenn eine verallgemeinerte Eigenform FE(.,¢),¢ € J#*F(M) bei s = 2dj, keinen
Pol hat, ist sie eine nicht-quadratintegrierbare Losung von AFE = 0. Dann muss
noch untersucht werden, unter welchen Bedingungen E/(2dy, ¢) geschlossen ist. Liegt
andernfalls bei 2dj, ein Pol, so betrachten wir das Residuum FE(¢). Dieses ist nach

Satz 3.28 eine geschlossene L?—harmonische Form, also Repriisentant in H?(X) und

HY (X).

Wie immer wird die Giiltigkeit von (A) und (B) aus Kapitel 3.7 vorausgesetzt.

4.1 Der Fall k # /2

Satz 4.1. Sei k > f/2 und ¢ € A#**(M). Dann ist E(-,¢) holomorph bei s = 2d,.
E(2dy, ¢) ist geschlossen <«: CY =Kl (xM¢) = 0.

Seik < f/2 und ¢ € H5E(M). Dann ist E(-, ¢) holomorph bei s = 2d;, genau dann,
wenn ¢ € ker CF

Beweis. Sei ¢ € #7%%(M). Fiir k > f/2, also aj, < 0, betrachten wir in (66) nur den
Anteil vom Fasergrad f — k:

(2dy, — $)TH (s, 5M ) = 5 +M T (5, ). (71)

Wenn also To[g_k}(s,*Mqﬁ) bei 2dj eine Singularitit der Ordnung n hat, so hat
TOUS](S,(;S) dort eine Singularitéit der Ordnung n — 1. Nun ist die Polordnung bei

2d, wegen Satz 3.23 aber maximal 1, also ist To[g}(s, 1) holomorph bei s = 2d. Aus
Korollar 3.27 folgt, dass E(s, ¢) holomorph bei 2dj, ist. Gleichungen (64) und (65)
ergeben

dE(s,¢) = (ar — di + s)E(s,du A ¢)
= (=2di + s)E(s,du A\ ¢) = £(—2dy, + s) * E(s,*" ).

Damit ist F(2dy, ¢) genau dann geschlossen, wenn E(., *¢) holomorph bei 2d}, ist.
Aber nach Korollar 3.26 ist

A R(M) = keré’g(;ck @imé’;@k

und Korollar 3.27 beweist die iibrigen Aussagen. O
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Satz 4.2. Fir k < f/2 ist E(s,du A ¢) holomorph und exakt bei s = 2dy. Fir
k> f/2ist E(du A ¢) = dE(2d, ¢).

Insbesondere sind E(2dy, du A ), E(du A ¢) simtlich =0 € Hip(X).
Beweis. Sei k < f/2 und ¢ € #*F(M). In Gleichung (65),
E(s,*M¢) = xE(s,du A ¢),

ist die linke Seite holomorph bei s = 2d;. Es folgt fiir die Residuen E (du N ¢) =0,
so dass E(.,du A ¢) holomorph bei 2dy, ist.

Zur Exaktheit verwenden wir (64):

1

Ist hingegen ¢ € J#**(M) fiir k > f/2, so folgt aus (64)
dE(s,¢) = (s — 2di)E(s,du A ¢),

und so die zweite Aussage im Grenzwert s — 2dj.

4.2 Der Fall k =f/2

Sei ¢ € H*I/2(M). Wegen Satz 3.22 ist TW/?(s,¢) holomorph in s = 0. Die
Funktionalgleichung (55)

1 (s, 1 2y, — 5,0)) = v € #F (D)

impliziert hier

Too ™ 0.756%(0,9)) = 6 € A4 (21),

Auflerdem zeigt Lemma 3.24, dass (T, (gg/ 2})* = To[é/ 2

Damit gibt es fiir p > f/2 eine Zerlegung von #*7/2(M) in die orthogonale direkte
Summe
PR (M) = AP © AP (72)
mit
AL = {9 € AP0 | TH(0,0) = +0}.
Der Hodge-Isomorphismus .77 (M) — HP (M) liefert eine entprechende Zerlegung

HP 2B, 0 11%) = HP=1/2012 (M) = P (M) @ 7 (M).
Lemma 4.3. Der Hodge-Stern-Operator
Mo — AP

ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Dies folgt aus der Funktionalgleichung (66),
Tég/m(s, M) = — M T(gg/z](s, b).
[

Satz 4.4. Fiir ¢ € s%/12(M) ist E(s,$) holomorph und geschlossen bei s = 0.
E(s,du A ¢) ist holomorph bei 0.

Beweis. Die Holomorphie folgt aus Satz 3.22 und 3.25.

Wegen (65) ist auch E(s,du A ¢) holomorph bei s = 0 und (64) impliziert dann
dE(s, ¢) = 0. O

Satz 4.5. Fir ¢ € A ist E(0,¢) = 0. Fir ¢ € 7, ist E(0,du A ¢) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.21 gilt fiir reelles 7 nahe bei 0

1E" (r, 9) 112 = (|l 6l|> + 175/ (r, ) |1?)
—ivr{ (T8, T 0)) — (T 0), kT ) )
[V (Ton(7,0) , 6) = V79, Too(7, )}
i
—ZZ IToh(r, @[> (73)

=0 v>0 2¢/d? + v —T

1
* 2i\/T

Weil T(%/ (7, ¢) regulir bei 7 = 0 ist und ||¢||> = ||Tf/2 (0, )|, folgt fiir 7 — 0

1E7(0,6)|12 = 2r - 91* + r{(T8/?(0,0), 6) + (¢, TH™(0,0)) |
72r\/ﬁ
—Z >l
v>0 d
( H# (Of/2)

Ist jetzt ¢ € S22, so folgt

—2r\/d2+
1E" (0, ¢)||> = Z Y iHT&?J( &)1
V>0 2v/d* +v

(V D#(0,£/2)

Fiir r — oo geht die Summe gegen 0, und die erste Behauptung folgt.
Sei jetzt ¢ € A4 =: M ¢ € A Die zweite Aussage ergibt sich dann aus

E(s,du N ¢) = +* E(s,*¢) = 0.
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4.3 Ein Theorem vom Hodge-Typ

Mit Hilfe der verallgemeinerten Eigenformen werden Klassen in HP(M) zu Klassen
in HP(X) erweitert.

Sei ¢ € #PK(B, s#%(F)). Wir haben gesehen, dass
AP KB, AFF)) = ke CM @ im CH, k< g
AP I(B, AT = @A

Wir definieren eine Abbildung = : #P(M) — QP(X) durch

E(¢), k<f/2 und ¢ € im C#]
E(0,9), k=f/2 und ¢ €
E(dea ¢)a k> f/2 und *M ¢ € ker é[f_k}

0, sonst

und lineare Fortsetzung nach J#P(M).

Aus den Sétzen 3.28, 4.1 und 4.4 folgt, dass Z(¢) eine geschlossene harmonische
Differentialform ist, also Reprisentant einer Klasse in HP(X).

Definition 4.6. Die Formen in Z(¢) heiflen singuldire Werte.
Die Erweiterungsabbildung = : HP(M) — HP(X) ist jetzt definiert durch

(¢) = @), ¢ c AP (M). (74)

[1]

Im Weiteren sollen umgekehrt die Einschrankungen der Kohomologieklassen von
singularen Werten auf den ,Rand“ M betrachtet werden. Genauer betrachten wir
Ys = {s} x M C Z fiir ein s > 0 und identifizieren Yy mit M. Sei r, = i} :
HP(X) — HP(Ys) mit is : Yy — X und [0] € HP(X). Wir zeigen jetzt, dass die
Klasse [i%0] € HP(M) unabhéngig von s ist. Sei dazu 7 ein Zykel in M und s,y
die entsprechenden Zykel in Y5 bzw. Y;. Nach dem Satz von Stokes ist

/z';e—/i;;e:/ 9:/ do = 0. (75)
Vs Yt A([s,t] %) [s,¢] Xy

Das Theorem von de Rham besagt nun, dass die von ¥(0)(y) = fvﬁ induzierte
Abbildung ¥* : HP(M) — Hfmg(M ) ein Isomorphismus ist, und die Behauptung
folgt.

Deshalb fixieren wir im Folgenden ein s > 0 und definieren r = ¢} : HP(X) —
HP(M).

Lemma 4.7. Sei 6 € Q*(X) eine geschlossene Form, deren Einschrinkung auf Z
schnell fallend (fir u — oo) ist. Dann gilt r([0]) = 0.

Sei 0 € QP(X) eine geschlossene Form mit I1o(60 1 Z) = 0. Dann ist r[f] = 0.
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Beweis. Weil i fiir t — oo schnell fallend ist, folgt aus (75)

/z’*@zO,
.,

und so mit dem Theorem von de Rham, dass r[0] =0 € HP(M).
Sei jetzt IIp(0 1 Z) = 0. Insbesondere gilt dann fiir ein u > 1

01 ({u} x M) LQ(B,#*(F)) =: 01 {u} xM)L#*(M).
Also ist [i%0] = 0 € HP(M), und wir haben oben geschen, dass diese Klasse un-
abhéngig von der Wahl von w ist. O
Insbesondere ist r[E] = r[IIyE] falls E geschlossen ist, sowie r[E] = r[IIoE].
Aus der asymptotischen Entwicklung (53) von E folgt fiir k > f/2

MoE(2d,¢) = ¢+ > Tog(2d,d) + > e 2T (2dy, ¢) + 0

I<f/2 I>f/2

mit schnell fallendem 6.

Mit Lemma 4.7 also

r[Elg]] = r(B2dy, ¢)] = [¢] + > [Th0(2d, ¢))-
I<f/2

Nun besagt aber (71)
K Mgy = —2d, M TE 24y, ).

Die Bedingung "¢ € ker Cl/=* aus (74) impliziert also

= r[B(2dy, ¢)] = [¢] + D [To9(2dx, 0)]. (762)

1<f/2
14k

]
&

al

Entsprechend fiir k = f/2, ¢ €

rEle]] = r[E(0, ¢)) = 2[¢] + > [Tog(2dk, 0)). (76b)
I<f/2

SchlieBlich fiir k£ < f/2

MoE(2dg, @) = Y, CM(2dy, ¢) + Y e " Cl(2dy, ¢) + 6

1<f/2 I>f/2

wobei verwendet wurde, dass T(gg/  laut Satz 3.22 holomorph ist. Somit fiir & < f/2

r[Zlg]] = r[E(2dy, ¢)] = [ Y CV(2d, ¢ (76¢)
I<f/2

Folgendes Theorem ist das Hauptergebnis dieser Arbeit.
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Theorem 4.8. Sei H(X) = im(H!(X) — HP(X)) das Bild der Kohomologie
mit kompaktem Triger in der de Rham-Kohomologie. Sei anf(X) ein zu HY (X) in
HP(X) komplementdirer Raum. In der direkten Summe

HP(X) = H{(X) ® Hj(X)

ist anf(X) isomorph zu imr.
FEingeschrdnkt auf imr ist r o = ein Isomorphismus

roZ:r(HP(X)) — r(HP(X)).

Beweis. Nach Definition der relativen de Rham-Kohomologie ist ker r = im(H? (X, M) —
H?(X)) und bekanntlich gilt H?(X) = HP(X,M). Zu zeigen ist also nur die Iso-
morphie von r o Z. Sei

im C'¥, k< f/2
f
R = A(p_k:k) mit A(p—k,k) — %fa ~ k= f/2
k=0 «Mker CU=F  f/2 < k < min{f,p}
07 k > min{f, p}

Zuerst zeigen wir, dass r o = injektiv auf K ist.

Sei ¢ € AP~FF(M) und r(2([¢])) = 0. Sei zuerst k > f/2. Aus (76a) und (76b)
folgt [¢] = 0. Ist hingegen k < f/2 und [¢] € im C* so besagt (76c)

r(E([¢) = 0 =:C™M(2dy, ) = 0.

Aber ¢ = CH(y) fiir ein o) € 5P(M). Korollar 3.26 ergibt

Ig]1* = [ICHMy > = (CMg, v) =0
und schliellich ¢ = 0.

Sei RUK) = im (rU*) : HItk(X) — HI(B, #%(F))) das Bild der Einschréinkungs-
abbildung r, projiziert auf H’(B, #*(F)), sowie RP = im(r : HP(X) — HP(M)).
Durch

o) = [ onv
M
ist eine nicht-ausgeartete Bilinearform ¢ : HP(M) x H" P(M) — C gegeben. Dies

ist auch eine Bilinearform ¢ : H(@*) (M) x H"=e=f/=k)(M). Die Wohldefiniertheit
von ¢ folgt aus

/M(¢+d9)m/; = /M¢A¢+/Md(9A1/1)j:/M9Ad1/)

N /M¢Aw+/69M0A¢:/M¢Aw

denn OM = () und ), ¢ sind geschlossen. ¢ ist nicht-ausgeartet: Schreibe nach Hodge
Y = 1o + dip1 mit AM —harmonischen /9. Wenn fiir alle [¢] gilt ¢([¢], [1/]) = 0, so ist
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insbesondere q([+"1o], [1]) = q([*""40], [to0]) = 0. Aber (+40) Atho = [[¢o]|* volas >
0, und schlieflich 9y = 0, d.h [¢)] = 0.

Weiter sind R(“*) und R("~f~af=F) orthogonal beziiglich ¢. Ist namlich [v] € RP, [w] €
R™ P so gibt es geschlossene ¢ € QP(X), ¢ € Q" P(X) mit [v] = r[¢p] = [*¢Y], [w] =
[i*¢]. Mit Stokes

/MaX YN = /M (4 A ) = /X\Z A A ) = 0.

Gleichungen (76a), (76b) und (76¢) zeigen jeweils
(rP=kk) o Z)(AP=FR)Y c AlP=hk)

womit auch r o Z(K) C K.

Wir behaupten schlielich
RR) — g0ek) (77)

Dies impliziert RP = & und somit, dass r o = : RP — RP ein Isomorphismus ist.

Sei k < f/2 und [v] € RU*) mit v € SR (M). Wegen Korollar 3.26 gibt es eine
Zerlegung v = v + vz mit v € ker CW vy € im C. Wir zeigen v; = 0; dann ist
RUK) = im Cl¥l, Wegen (76a)

R =0I=k) 5 (pn=f =3I =F o ) ([+Mv1]) = [+ vy].
Es folgt [#"v1] Lg [v1] und so 0 = gq([xv1], [v1]) = [, lv1]|? volas, also vy = 0.

Das gleiche Argument zeigt RU*) = M ker CU~* fiir & > f/2.
Sei jetzt k = f/2. Wegen (76b) und (72)

Hf’m) c RUSI2) — flf/2) — Hf’f/z) o g9/

Nach Lemma 4.3 ist ™ : 2U//2) %ﬂ(n*j*f’fm ein Isomorphismus. Sei [v] €
RUJ/2) im orthogonalen Komplement von HJ(r]’f /) Damit ist

[w] € HYI2) [1o] € BT 7992 ¢ Rn=1=3:4/2)[M4] 1, RG-S/
Es folgt wieder [v] = 0 und so
HJ(rj’f/Q) (M) = RUS/2),
Damit ist (77) gezeigt und das Theorem bewiesen. O

Korollar 4.9. Jede Klasse in anf(X) besitzt Reprdsentanten in singuldren Werten.
Jede Klasse in HP(X) besitzt einen harmonischen Reprisentanten.

Beweis. Seien HY = =(HP(M)) die singuléren Werte. Sicher ist HY D> E(r(HP(X))),

also auch
r(HY) D roE(r(HP(X))) = r(H"(X))
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Weil andererseits r(HY) C r(HP(X)), ist r : HY — r(HP(X)) surjektiv. Weil r :
HP (X) — r(HP(X)) ein Isomorphismus ist, induziert dies eine surjektive Abbildung
(X).

HY — HP,

Singulére Werte sind harmonisch. Eine Klasse in H’(X) ist quadratintegrierbar, und
nach Kodaira besitzt sie einen L?—harmonischen Reprisentanten. Dies beweist die
zweite Aussage. O

Bemerkung 4.10. Der Beweis von Theorem 4.8 zeigt sogar Hy = Hins, denn
E(RP) =E(H(M)). o
Die Klassen in H? (X) sind im Allgemeinen nicht in L?QP(X), es sein denn, sie

werden von Residuen reprisentiert.

Die Klassen in HP(X) liegen in L2QP(X). Wegen Lemma 4.7 sind geschlossene Spit-
zenformen in kerr. Es gibt also eine weitere Zerlegung

HY(X) = H{(X) ® Hi (X)

Dabei sind die harmonischen Représentanten in H{(X) auf Z schnell fallend, und
orthogonal zu den faserharmonischen Formen. In [Har2, §2] zeigt G. Harder, dass
HY. (X) im Allgemeinen nicht leer ist.

Die Volumenform volx ist aus Gradgriinden geschlossen. Eingeschrankt auf Z ist
volx | Z = volz = du A 7 volg Ae ™ “vol, .

Weil V% mit der vertikalen Metrik g vertriglich ist, gilt V% vol r, = 0. Aus den
Formeln .
o ==>"Uvg, d =N (1)U AV
i i
folgt so o7 volp, = 0 = df volg,, so dass voly eine faserharmonische Form ist.

Damit ist volx ein moglicher Reprasentant in Hgis. Allerdings ist aufgrund der
Poincaré-Dualitit HY (X) = H?(X) = 0, so dass auch [volyx] = 0.

4.3.1 Zur Signatur

Als eine Anwendung von Theorem 4.8 soll die L?—Signatur von X berechnet werden.
Sei N = dim X = 4].
L? — sign(X) ist die Signatur beziiglich reduzierter L?—Kohomologie. Diese ist

kanonisch isomorph zu den L?—harmonischen Formen #{5)(X) auf X. Damit ist
L? —sign(X) auch die Signatur der quadratischen Form

Q(qﬁ,w—/xqﬁw, 6,1 € HE(X)

Entsprechend sei sign,(X) = sign(Xp,0Xy) die Signatur von @ auf Hj(X). Jede
Klasse in Hj(X) hat einen L?—harmonischen Reprisentaten. Sei J#(X) der Raum
aller L2—harmonischen Repisentanten von H,(X). Definiere schlieBlich sign,(X) als
die Signatur von @ auf 4 (X).
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Satz 4.11. Unter den Voraussetzungen (A) und (B) gilt fir die Mannigfaltigkeit X
mit gefaserter Spitzenmetrik

L% — sign(X) = sign(X)

Bemerkung 4.12. Wenn gezeigt werden konnte, dass die Formen in J4(X)
schnell fallend sind, so kénnte wie bei [APS] gefolgert werden, dass 4 — H; in-
jektiv ist. Dies wiederum wiirde zeigen, dass sign(X) = sign(Xp, 0Xp). Dai und
Vaillant zeigen

L? — sign(X) = sign(Xo, 0Xo) + 7

wobei 7 eine topologische Invariante der Spektralsequenz von M — B ist. Unter den
Voraussetzungen (A) und (B) kann wie bei Dai gezeigt werden, dass 7 = 0. Hier soll
stattdessen die Differenz der betrachteten Signaturen direkt berechnet werden. <

Beweis. Durch
Txtp = PP g e AR (X)

wird eine Involution T : %p(g)(X ) — %”(g_p (X) definiert.
Seien 72! (X) die +1-Eigenrdume von 7y = * : ‘%’éé (X)— z%”(% (X). Weil Q(¢, x¢) =
|¢]|72 fiir ¢ € %”(%g (X), folgt dass jf(% (X) in die orthogonale direkte Summe

HE(X) = HPX) 0 A (X)

zerféllt, und @Q ist auf 2 (X) bzw. % (X) positiv bzw. negativ definit. Nach dem
Sylversterschen Triagheitssatz ist also

L? —sign(X) = dim 2 (X) — dim 2% (X).
Sei R
HP(Z) = AP (M) ® du A =M AP (M).

Definiere 1) := i?®P~D+2 42 ) fiir dem Hodge-Stern-Operator 2 auf Z = Rt x M
mit der Metrik du? + ¢™. Fiir w € #?(Z) wird durch

Ew) = ress:2d(w)E(8a w)

eine L2—harmonische Form definiert.

Lemma 4.13. Es ist B B
TxE(w) = E(17w) (78)

Beweis. Sei ¢ € APF(M) mit k < f/2, ¢ € im CH,
dE(s,+M¢) = (s — 2d) E(s, du A @) = (s — 2d},) > (+)? % E(s, $)

Fir s — 2dy:

dE(2dy, "' ¢) = E(du A +M¢) = (=1)7 * E(¢),
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und mit E(gzb) ist auch *E(gzﬁ) quadratintegrierbar. Nun ist aber
(dun @) =", 7 (¢) = (—1)Pdu A+,
also bereits B B
*E(p) = E(+7¢).
Fiir ¢ € AP~H5(M) mit k > £/2 oder ¢ € ker CH ist E(¢) = 0.

Bemerkung 4.14. Der Beweis zeigt auBerdem, dass «E(¢) = 0 € HP(X). o
Sei h = 2/ und J¥(M) = im CHl ¢ " (M), k < f/2.

IH(Z) = TM) + du A MTH(M) € #M(2Z),  0<k<[f)2
ist invariant unter 7z. Seien Qy + C J%(Z) die +1—Eigenrdume von 77 und Q4+ =
Dr<s/o Qrx-
Sei W = E(#"(Z)) C A3 (X) und W == E(Q<). Wegen (78) ist W C 7/ (X).
Lemma 4.15.

W =E(Q1) &g BE(Q-)
und

dim W+ =dimW_

Beweis. Alle Formen haben geraden Totalgrad h = 2, so dass 7 = *. Wir zeigen
zuerst

Qre = {p£720| 9 €M)}, 0<k < f/2.
Offenbar ist ¢£77¢ in Q. Sei ¥ € Qp+. Schreibe ¢ = ¢p+dunx ¢y, ¢, p1 € TF(X).
Tz = du A *Mp + P = E).

Vergleich der Anteile ohne duA ergibt ¢ = £¢. Damit ist dim Q4 = dim Q_.

Die weitere Aussagen folgen jetzt daraus, dass E(#"Z)) = E(Q+ ® Q_) nach
Konstruktion, und dass F auf Q4+ @ Q— injektiv ist. O

Sei ¢ € %’13) (X). Das Theorem liefert dann die eindeutige Existenz von ¢ €
my> ro Cll ¢ #"M(M), so dass

r[E(¢o)] = rl].

Dazu muss noch gezeigt werden, dass r[¢] € B,/ H “k_ Weil ) quadratintegrier-

bar ist, muss auch e~ (¢ | Z) € L2Q(Z, du® + gM) sein. Fiir Fasergrade k > f/2

ist @ <0, so dass auch ||y [ ({u} x M) — 0. Weil zudem dip = 0, folgt r[y)] =0
uU—

wie in Lemma 4.7.
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Sei ¢y = ¢ — E(gﬁo). Sowohl 1) als auch E(¢g) sind L?—harmonisch, also auch ;.
AuBerdem ist r[ty] = 0, also ist ¢y Reprisentant einer Klasse in H !h(X ). Es ist

Y = (B(60) + Bldu n+é)) + 5(B(go) — E(dun30)) +
= %E(qﬁo + Tz¢0) + %E(Gﬁo — Tz¢0) +

ew, eWw_

Sei #4"(X) der Raum der harmonischen Reprisentanten von H/*(X).
Lemma 4.16. Die lineare Abbildung
0 A (X) = (W, dg W-) @ H(X)
¥ (E(go+Tz¢0), E(¢o — m200), )

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Injektivitit: Sei ¢ € jﬁg) (X) mit (1) = 0. Aus E(gbg + 77¢9) = 0 folgt
¢o=0und ¢ =y, = 0.

Surjektivitit: Sei (wy,w_, ) € (WyPoW_)®s4. Nach Definition ist ¢ € %’13) (X).
Wegen Lemma 4.15 gibt es ¢1, ¢o mit

wy = (g1 +7261), w-o=(d2a—72¢2) br.¢2€ P I(M).

0<k<f/2
Fiir ¢ = E(¢1 + ¢2) + 1 gilt dann o(t) = (wy, w_, ). O

Weil W = W, &g W_ und J"f(g) (X) *—invariant sind, und e%ﬂ(g) (X)) =W @ H#(X)
ist, muss (X ) ebenfalls *—invariant sein. Schlieflich

L? —sign(X) = dim#"(X) — dim " (X)
= dim(JF"(X) N (X)) — dim(s4"(X) N A" (X)).

Dies beweist Satz 4.11. O]
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